&
-~ Limites et continuité

O
n Rappel

Limite d’une fonction en un point

Soit f une fonction numérique définie au voisinage d’un réel a et / un réel. On dit que f tend vers
[ quand x tend vers a, ou que f a pour limite / en a si :

v
N 4

(Ve > 0)(Ja > 0)(Vx € Dy)

O<x—dal<a=|f(x)=1] <eg)

On note : lim f(x) =1

X—a

.

é

imnui

tes et cont

Exemple

Soit f la fonction numérique définie par : f(x) = 3x+2; En utilisant la définition montrons que
liné flx) =17
X—

licité a limite

imi

L

Propriété

Chapitre :

Si une fonction f admet une limite en un point, alors elle est unique.

—C Y

‘ Supposons que f admet deux limites /; # I, en un point a; soit (€ > 0) alors




Section I @ Rappel
(3061 >0) (VXGDf) 0< |x—a| < 0 = |f(x)—ll| < E
(Foy>0) (VxeDy) O<|x—al<op=|f(x)—h|<e
I —1
Prenons € = |1—2|

Soit @ = inf(a;00),ona (VxeDy) :0< |x—a| <o = |f(x)—li| <eet|f(x)—h|<e
et puisque |/} — | = [(l — f(x)) + (f(x) = )|
I —1 h—1
done [~ | < (0~ )] +1(70) ~ )] < =l Lt
Alors |} — L] < |} — b

ce qui est absurde ) :

ainsi ly =l

Exercices :

Calculer les limites suivantes :

Va2 —1 . cos+1 V24 x—2-2 Vx|
1) lim ;2) lim ;3) lim ;4) lim
=1+ x—1 X=T X— T x—2 x—2 x—1 X
34+3x% —4 3 +2x% —11x— 12 2+x—6 V2
5)lim 1 —% . 6) lim * N N ) T - 8) lim Y
=l x—1 X3 x*t—81 =2 \/x—/2 x—+o0 4 /2]
9) lim (m —2x)tanx ; 10) lim VX2 +3x+2+x+1
X% X——o0
—_— e, mt

1.CHAPTER 1 LIMITES ET CONTINUITE

. . W . .1
Soit f une fonction définie sur R par : f(x) = x?sin— +x
X
calculer lim f(x)
x—0
R — ———— T
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Section II @ Continuité d’une fonction

m Continuité d’une fonction

Continuité en un point

Soit (Cy) la courbe représentative d’une fonction f dans un repére orthonormal (O;T ;f)

Cy)

(Cr)

ot

(Cr)

(ﬂ? a o 7 |a

1 2

Comparer lim f(x) et lim f(x) et lim f(x) avec f(a) (si elle existe)
x—at x—a- x—a
Que constate-t-on pour (Cy) au point A d’abscisse a?

P> Définition *Q N

Soit f une fonction définie sur un intervalle / et a € .

On dit que la fonction f est continue au point a si et seulement si f(a) existe et li_r)n f(x) = f(a).
X—da

[ Remarque

e Graphiquement, la continuité d’une fonction f sur un intervalle / se traduit par une
courbe en un seul morceau.
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Section II @ Continuité d’une fonction

mES

1, O ]

4, 0

Fonction f discontinue en 2 Fonction f continue sur [—1:5} 5;5]

e f est continue en xo si : (Ve > 0)(Ja > 0)(Vx € Dy) |[x—x| < & =

[f(x) = f(x0)| < &

oW
ok e el '
-
ﬁ.
- S
A J
/ L
L
[
[¥5)
"_E7
s
1—1!'

— Exemple
VX2 2-2
. . . fx) = iy sio x#1
On considere la fonction f définie par : 3 x—1
fay =7
La fonction est-elle continue en 1?
1-— =
glx) = ST G x #0 =
Soit g une fonction définie par : 1 E
80) = 5 E
Etudier la continuité de g en 0. S
[
=
Continuité a droite, continuité 3 gauche E
E
_ Tsin(a(x—1))
Soit f une fonction définie sur I’intervalle [—1;2] par : fo) = x—1 A :
fx) = 6x+a 1 <x<2 =
A
Calculer f(1) et démontrer que f est continue a droite en 1. é
Calculer lir? f(x) et déterminer la valeur de a pour que f soit continue en 1. 2
xX—1

Conclusion : Une fonction f est continue en x si et seulement si f est continue a gauche et a droite
€n Xxo

> Définition

» Soit f une fonction définie sur un intervalle de type [a;a+ o[ (@ > 0). On dit que la fonction
f est continue a droite en a si lim f (x) = f(a).
xX—a
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Section II @ Continuité d’une fonction

) 4

» Soit f une fonction définie sur un intervalle de type |a — a;a] (@ > 0). On dit que la fonction
f est continue a gauche en a si lim_f (x) = f(a).
Xx—a

. . P - 2—x)2  si x<l1
Soit f une fonction définie sur I’intervalle R par : { )(c3 —I—x)— 1 si x>1
Etudier la continuité de f a gauche et a droite en 1.
g(x) = x2—'|-2x ;o x<1
gx) = %}cl—l) ;o ox>1
déterminer la valeur de a pour que g soit continuexa; point xg = 0.

Soit g une fonction définie par :

prolongement par continuité & VY

Soit f une fonction définie par : f(x)

B X2 —2x

Cjx—5|-3

Déterminer D le domaine de définition de f.
2 Calculer li

2 | alcu erx1_>rr%f(x)

B Soit g la fonction définie sur DU {2} par : { :gg((;g - J:(;) si x€Dy

&h\
T
= =
— —
1l

Montrer que g est continue en 2.

| On dit que f admet un prolongement par continuité en 2 et que g est son prolongement par continuité e

) Définition P O N

Soit f une fonction non définieen a (a ¢ Dy) , et li_r>n fx)=1€R.
X—a

g(x) = f(x) sixeDy
gla) = I

est une fonction continue en « et est appelée le prolongement par continuité de f en a

la fonction g définie par : {

— e

Application

=
[
—
=
2
=
=4
=
S
[
=
170]
=
[
(==
=
=
[
v
&~
=
[
A
<
=
&
v

. e Sinx .
Montrons que la fonction f définie par : f(x) = —— admet un prolongement par continuité
X
en0
)
. s x*+x+2-2
Montrons que la fonction g définie par : g(x) = 1 admet un prolongement par
x p—
continuité en 1
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Section II @ Continuité d’une fonction

continuité sur un intervalle

1 —cos(x) . .
Soit f une fonction définie sur [0; 7] par : [l = X si. x€]0;x]
f0) =0

Montrer que f est continue sur [0; 7] .

P> Définition N e B |
» Une fonction est continue sur un intervalle ouvert / ssi elle est continue en tout point de /.

» Une fonction est continue sur un intervalle |a; b| ssi elle est continue en tout point de |a; b|.

» Une fonction est continue sur un intervalle [a;b] ssi elle est continue sur |a;b[ , a droite en a
et a gauche en b.

» De facon analogue, on définit la continuité de f sur les intervalles |a;b], |a;b], [a;+oo| et
] — 03 b]

Application

la fonction partie entiere, notée E(x) est définie par:pour tout réel x, il existe un entier relatif n tel
que n <x <n-+ 1. Alors E(x) = n.

OnaE(2.5)=2;E(2)=2;E(-2,5) =—-3; E(=3)=-3.

La représentation graphique de cette fonction est donnée ci-contre. Cette fonction est définie sur R,
mais n’est pas continue en chaque entier relatif.

=
Pourtoutnde Zona lim E(x) =n—1let lim E(x) =n =
x—n~ x—nt E
Puisque lim E(x) # lim E(x) donc la fonction partie entiere n’est continue en n € Z. =
x—n~ x—nt Z.
Qo
i O
i \ L I
1 1 =
= - . .—c (L‘Idj
I =
]
) =
a2 — £
i
2
=9
L] D { L] L] } é
-2 0 2 4 3
v{
—
—C 4
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Section II @ Continuité d’une fonction

» Les fonctions polyndmes sont continues sur R ;

» Les fonctions rationnelles sont continues sur tout intervalle contenu dans leur domaine de
définition;
» Les fonctions sinus et cosinus sont continues sur IR ;

» La fonction tangente est continue sur tout intervalle contenu dans son domaine de définition ;

» La fonction x — /x est continue sur R,

\ J
’ . . .
Opération sur les fonctions continues 7 i

Soit f et g deux fonctions continues en un point xp € R.

» Les fonctions f+g, A f et f.g sont continues en xg avec A € R.
» Sig(xp) # 0 alors la fonction ! est continue en xp ;
8

» La fonction |f]| est continue en xo ;

| J
Application

Soit f la fonction définie par : f(x) =
Montrons que f est continue sur son domaine de définition.

Soit g la fonction définie par : g(x) = /3 —x
Montrons que g est continue sur | — oo; 3].

Continuité et comﬁsitlﬂ‘ |

X4x+1

Continuité d’une fonction composée

Soit f une fonction continue sur un intervalle ouvert /,et g une fonction continue sur un intervalle
ouvert J, tel que f(I) C J.

Montrons que g o f est continue sur /.

Soit xp € I, et montrons que g o f est continue en xq

Soit un réel € > 0, on a g est continue en f(xp) donc

(Foy >0)(Vxeld) |x—f(xo0)] <o =|g(x)—g(f(x0))| <€ (1.1)

=
[
—
=
4
=
[
Z
=
S
[
=
170]
=
[
(==
=
=
[
v
&~
=
[
A
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=
&
v

On a f est continue en xy donc pour o
Fa>0)(Vxel) |x—xo|<oa=|f(x)—f(x)| <oy (1.2)

Donc d’apres (1.1) et (1.2) ona:
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Section II @ Continuité d’une fonction

e —xo0| < o= [f(x) - f(x0)| < a1 = |g(f(x)) —g(f(x0)) <€

par conséquent :

(Ve>0)Fa>0)(Vxel) |x—xo| <= |gof(x)—gof(xo)<e

Propriété

Soit f: I — Retg:J— R, on suppose que f(I) C J. Si f est continue sur / et g continue est sur J
alors g o f est continue sur /.

Application

Montrer que la fonctions f définie par : f(x) = sin(x? 4 3x — 1) est continue sur R

2
P 2
Etudier la continuité de la fonction g définie par : g(x) = cos (x i ) ) .
x —

Remarque

La réciproque de la propriété précédente n’est pas toujours vrai.
flx) = 2x+1 six#1

etg(x) =4
7(1) =0 $)

les fonction f et g définies par : {

OnaVxeRgof(x)=4
go f estcontinue en 1 et f n’est pas continue en 1.

la composée d’une fonction continue et d’une fonction qui admet une limite

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert de centre xy et g une fonction définie sur un
intervalle J tq : f(I) C J et lim f(x) =1 avec g est continue en /.
X—X0
Montrons que lim go f(x) = g(I)
X—rX0

- Soit 4 le prolongement par continuité de f en xg
h est continue en xp donc g o & est continue en xq

(gof=goh)alors: lim go f(x) = lim goh(x) = goh(xg) = g(I)
X—X0 X—X0

=
o
e
=)
Z
=
=
Z
o
&)
o
K
|75
=
=
(==
=
=
(=)
-
&
=
=
=9
<
Propriété ®)
-

. Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert de centre xg et g une fonction définie sur un
intervalle J tq : f(I) CJ

Si lim f(x) =1 et g est continue en /, alors lim go f(x) = g(/)
X—XQ X—rX0
.

Application

Calculer les limites suivantes :
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Section II @ Continuité d’une fonction

Image d’un intervalle par une fonction continue

Dans chacun des cas suivants, déterminer graphiquement 1'image f(7) de I’intervalle /.
| 4 I I | I |

e o
|
o e

L
- .
&

lim cos (71:31—n(x)>
x—0 2x
Tx+1
2 i
B in on ()
. N
|
| N
——
|
|

Propriété

» L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

» L’image d’un segment par une fonction continue est un segment.

y Remarque

Si f est continue sur [a;b] alors fa;b] = [m;M] avec M = supyciq.p) (f(x)) et
m = HEHRE a;b) (f(x))

M

(Cy)

1.CHAPTER 1 LIMITES ET CONTINUITE

'a‘a ‘ ‘IBb'

Soit f une fonction (C) sa représentation graphique
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Section II @ Continuité d’une fonction

f([—1;4] =[1;2] méme si f est discontinue en 1
(La continuité de la fonction est une condition suffisante mais pas nécessaire)

. . . r
Image d’un intervalle par une fonction continue et sFrlctem.ent monotone

Soit f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle /. Le tableau suivant précise
I'intervalle J = f(I) dans chacun des cas possibles pour I. (a et b désignent soit des réels, soit oo, s0it —oo.

L’image de [ par f est 'intervalle :
Si I = | f est strictement croissante sur / | f est strictement décroissante
a,b] [f(a), f(b)] [f(b), f(a)]
Ja, b | lim f(), £(b) [£(b), lim f()]
a,) [#(a). lim f ()] Jlim f(z), f(a)
Ja, b] | lim /() lim f()] |lim (z), lim f(2)]

Application

Soit f une fonction définie par : f(x) = x> —2x+3
Déterminer les images des intervalles suivants par f : I =] —o0;0] et J = [1;2]

II héoreme des valeurs intermédiaires

soit f une fonction continue sur [a;b], donc il existe m et M de R f{[a;b]} = [m; M]
soit k un réel compris entre f(a) et f(b); puisque f(a) et f(b) appartiennent a I’intervalle [m;M];

donc k € [m;M]

d’ou I c € [a;b] tq f(c) =k

1.CHAPTER 1 Limi

Cours
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Section II @ Continuité d’une fonction

f(b)
f(a)

D)

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]. Pour tout réel k compris entre f(a) et
f(b), il existe au moins un réel ¢ compris entre a et b tel que f(¢) = k.

H Résultats :

\.l >~ _
>

» Si f est continue sur [a;D] et f(a)f(b) < 0, alors I’équation f(x) = 0 admet au moins une
solution dans [a; D]

» Si f est continue et strictement monotone sur [a;b] et f(a)f(b) < 0, alors I’équation f(x) =0
admet une unique solution dans [a; D]

Application

Démontrer que I’équation suivante : x* + x> +4x — 1 = 0 admet au moins une solution dans
[0;1]

Démontrer que 1’équation suivante : x> — 6x> 4 6 = 0 admet une solution unique dans [—2;0]

Principe de la méthode de DICHOTOMIE

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a; b] telle que f(a) et f(b) soient de
signes contraires. L’ équation f(x) = 0 admet une unique solution dont on peut déterminer un encadrement
par dichotomie.

B Principe de cette méthode :

=
[
—
=
4
=
[
Z
=
S
[
=
170]
=
[
(==
=
=
[
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=
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=
&
v

» On calcule m le centre de [a,b].

» Si f(m) et f(b) sont de mé€me signe, c’est que la solution se trouve dans [a,m] : on affecte a b la
valeur de m afin de pouvoir continuer le processus.

» Dans le cas contraire, la solution se trouve dans [m,b] : on affecte a a la valeur de m afin de pouvoir
continuer le processus.

» On continue le processus jusqu’a obtenir un encadrement avec la précision voulue
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Section III @ Fonction réciproque d’une fonction continue et strictement monotone

— Exemple
Soit f la fonction définie par : f(x) =x3 +x> +x—2
Montrons que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique @ tel que 0 < @ < 1

Déterminons un encadrement de o de longueur 0,25

m Fonction réciproque d’une fonction continue et strictement monotone

PR o 2 A N A 4
Théoreme des fonctions réciproques

Théoréme

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I alors elle réalise
une bijection de I sur I’intervalle f(/)

< BxeMpLES »———

Puisque 7 est un intervalle de R et f est continue sur / alors f(I) est aussi un intervalle de R. Donc :
Vye f(I), xel:y=f(x)

Soit a et b deux éléments distincts de /. Puisque f est strictement monotone sur / alors f(a) > f(b)
ou f(a) < f(b), donc f(a) # f(b). Alors pour tout y € f(I), I’équation f(x) =y admet une unique
solution dans 7, et donc f est une bijection de I sur f(7).

Soit f une fonction définie sur I’intervalle / = [1;3] par : f(x) = x*> — 2x
Déterminer I’intervalle J ’'image de ’intervalle [ par f.

Soit x un élément de I'intervalle J et y un élément de I’intervalle /
Montrer que f(y) =x<y=1++vx+1

» La fonction f est continue et strictement croissante sur /; On dit que f admet une fonction
réciproque

» La fonction définie sur I’intervalle J = f(I) par : x — 1 4+ +/x+ 1 c’est la fonction réciproque
de la fonction £, onlanote f~';etona

(Vxeld); flx)=1+vVx+1

=
[
()
=
4
—
[
Z
=
S
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=
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=
—
[
v
&
=
[
=)
<
=
&
v

[ Remarque
= f(I)

— J
— f(x)=y

f: 1
X

» f une fonction définie sur un intervalle 7 tq :
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Section III @ Fonction réciproque d’une fonction continue et strictement monotone

. —1. J —
» Si f admet une fonction réciproque f~! alors : fo y —

1

i) =x
> (Vxen(Wyeld) (f) =y« (f'0)=x)

> (Vxel) flof(x)=x et (VxeJ) fofl(x)=x

Application

Soit f la fonction définie sur | — 1;+oo[ par f(x) = *

VT+x

Montrer que f est une bijection de | — 1;+eo[ sur un intervalle J a déterminer.
Calculer f~!(x) pourx € J .

s WV

Propriétés de la fonction réciproque

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle /

e La fonction réciproque f~!(x) est continue sur f(I).

e Soit y; et y, deux éléments distincts de f(I). I(x1,x2) € IZ /y1 = f(x1) et yo = f(x2)
Donc x| zlf_l(yl) etlxz = f"1(y)
Alors: 102 =01 xox
Y2 =1 f(x2) = fxr)
Donc les taux de variation des fonctions f et f~! ont le méme signe d’ou f et f~! ont le
méme sens de variation.

e SoitCyetCy-1 les graphes de f et f ~! respectivement dans un repere orthonormé (0;?; ]—) Soit
M (x,y) un point du plan et M (y,x) son symétrique par rapport a la premiére bissectrice. On a :

M(xy) €Cr ey =fx) &x=f"'(y) &M (yx) € Cr

D’ou Cy et C4-1 sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice.

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle / alors :

» La fonction réciproque f~! est continue sur £(I) et a méme sens de variation que la fonction
f.

» Les courbes représentatives de f et de f~!, dans un repére orthonormé, sont symétriques par
rapport a la bissectrice (la droite d’équation y = x)

\ J
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Section IV e Fonctions réciproques usuelles

m Fonctions réciproques usuelles

Fonction Arctangente

P> Définition

. e . T T : 2. 2
La fonction x — tanx est une bijection de ] k) [ sur R. Sa fonction réciproque est appelée fonc-

tion Arctangente et la note Arctan.

» La fonction arctan est définie sur R et a valeurs dans } —g; g [ On a de plus :
T
(Vx € R) <‘v’x € ] —5%5 D (arctanx = y < x = tany)
» (Vx € R):tan(arctanx) = x
T T
> (Vx € ] 55 D s arctan(tanx) = x

» La fonction arctan est continue et strictement croissante sur R. V(x;y) € R? : (arctanx =

arctany < x= y) et (arctanx <arctany < x< y)
» La fonction x — arctanx et impaire : (Vx € R) arctan(—x) = — arctanx =
. . . T T . arctanx =
» On a les limites suivantes : lim arctanx = — et lim arctanx = —— et lim =1 =
X— oo 2 X—r—00 2 x—0 X =
\ N -
o
y = tanx 7 e
- =
< %)
I’,— m
Sy=z =
Ve ==}
’ )
,’, y = arctanxz .J
. -
u} o o m
; =
/o =
v~ A
- <
S
/,l o k.
—e Exemple
V3 81x
Calculer : arctan(—1); arctan(—+/3) ; arctan (T) ; arctan <tanT)
- : P 1
Calculer les limites de la fonction f définie par : f(x) = (x+ 1)arctan | — | aux bornes de
X
Cours http://www.steinmaths.com 2023-2024


http://www.steinmaths.com

Section IV e Fonctions réciproques usuelles

son domaine de définition.

Fonction racine n¢"¢

Soit 7 un entier naturel non nul

Soit la fonction f définie sur R™ par : f(x) = x
On a f est continue et dérivable sur R™ (restriction d’une fonction polyndme)
Etona:Vx€RT f/(x) =nx"~! >0.Donc f est strictement croissante sur R*

Et puisque f(RY) = £((0;+oo[) = [£(0); Tim 2= [0;-+es|

Alors f réalise une bijection de R™ sur R,

> Définition a U %
Soit 7 un entier naturel non nul

La fonction x — x" réalise une bijection de R™ sur R™. Sa fonction réciproque est appelée la fonc-
tion racine n'“"¢ et on la note »/ .

Vx € RT, {/x se lit racine n’*™ de x.

n

Soitn € N*,ona:

>V(x;y)€]R+2:\%_c:y4:>y”:x; Vx=yyex=y; Vx<yyex<y
> VxR /xt = (¢x)" = x.

» La fonction x — {/x est continue sur R™ et de plus : lirJrrl V/x = oo
X—>r—+00

| J

Application

Résoudre dans R les équations suivantes :

Dx*—=16=0 : 2)4°+1=0 ; 3)xX—-64=0 ; 4H1+8°=0

4 Remarque

L’ensemble des solutions de I’équation x” =atq:a € Retn € N* :
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n pair n impair
a>0|S={-Vaya} | S={Ja}
a<0 S=0 S={—\”/—_a}
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Section IV e Fonctions réciproques usuelles

soit x et y deux réels positifs, et p et n deux éléments de N*, on a :
e N A R R R R ]
1 1 Y
(/x)F = /xP (/- =—— (avec x #0); (t/gz\/)_c(avecy;«éO)
y

x Y
. . J

- V343 x /27 x /216 x VT
Simplifions le nombre A =
V49
e ———— e

v Remarque

Sixy > 0ona /xy = /|x|/|y| eti/gz /1 avec (y # 0)
y /bl

Application

Montrer que (Vx € RT)(Vn € N*)(Vp € N*) : /x x {/x = /x"tp

Soit f une fonction positive sur un intervalle ouvert I et xo € I :

» Si f est continue sur / alors la fonction /f est continue sur 1.

> Si xllglo f(x) =1 alors xlg&lo W) =V1

> Si xligclo f(x) = 4eo alors xllgclo Vf(x) = o )
\

Application

Etudions la continuité de la fonction f : x — v/arctanx sur Rt
Vx+8-2
x

calculons la limite :lim

x—0

soit f la fonction définie par : f(x)

=
[
—
=
4
=
[
Z
=
S
[
=
170]
=
[
(==
=
=
[
v
&~
=
[
A
<
=
&
v

__ B2
- Vx+56-4
Déterminer le domaine de définition de f.
Calculer les limites de f en 8 et en +oo.

e —— —
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Section IV e Fonctions réciproques usuelles

Puissances rationnelles d’un nombre strictement positif

) Définition N
Soit a un réel strictement positif et » un nombre rationnel. On pose r = L avec p € Z et g € N*,
q

Le nombre a” est le nombre v/a”. Ce nombre est appelé la puissance rationnelle de nombre a.

Exemple

U Remarque

| 5j T eesseee 5 2_% = e ; 8% —
|
|
|
]
|

soit r € Q deux réels strictement  positifs.

J
a xa =datr

Exemple

V1252 x /625 x /255
,3/517

Simplifions le nombre A =
©
Soit x €]0; 1[; montrer que x7 > x.

En déduire que Vx et y de ]0;+oof on a : Va6 + {/y6 > {/(x+y)6.
x

(0< 2 <let0<—2— <1
x+y x+y

=
[
—
=
4
=
[
Z
=
S
[
=
170]
=
[
(==
=
=
[
v
&~
=
[
A
<
=
&
v

N e — —
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