Produit scalaire dans le plan

Historique

Le produit scalaire apparait cependant assez tard dans I’histoire des mathématiques. On en trouve trace
chez Hamilton en 1843 lorsqu’il crée le corps des quaternions et chez Grassmann . Peano le définit
ensuite associé a un calcul d’aire ou de déterminant. Roberto Marcolongo et Cesare Burali-Forti le
définissent seulement a 1’aide du cosinus d’un angle et lui donnent le nom de produit intérieur ou
produit scalaire .

La notation du produit scalaire a I’aide d’un point ou d’une croix provient de Josiah Willard Gibbs, dans
les années 1880.

Pourtant, I’expression produit scalaire apparait pour la premiere fois4 dans une publication scientifique
dans un livre de William Kingdon Clifford daté de 1878. Cette paternité est néanmoins remise en cause
par M. J. Crowe, pour qui le travail de Clifford est une transition entre I’algebre des quaternions décrite
par Hamilton et la formalisation des espaces vectoriels.

u Produit scalaire de deux vecteur

P> Définition i Fa

Soient i et V deux vecteurs du plan et A, B et C trois points du plan tels que : U= zﬁ et vV = R

Soit H le projeté orthogonal de C sur la droite (AB) .
Le produit scalaire des deux vecteurs U et 7, noté - 7, est le Nombre réel défini comme suit :

> Sizﬁ etﬁ ont méme sens, alors : WV =ABx AH .
» Si E etlﬁl ont des sens opposés, alors : U -V =—ABxAH .

Application

Soit ABCD un trapeze isocele tel que : AB=6etCD =5
soient I et J les milieux respectifs de [AB] et [CD]. (voir la figure).

Chapitre : Produit scalaire dans le plan




Section IT @ Propriétés du produit scalaire :

A

Calculer les produits scalaires suivants :

o A . ad o B
« . AT

Propriété
» Soient @ et V deux vecteurs du plan,ona: i/ - V = || W|| x || V] x cos (ﬂ) .
» Soient A, B et C trois points du plan, on a : A-ﬁﬁ = HEH X HRH X COS (ﬁ) .

.

Application

1. Soient i et V deux vecteurs du plan, Calculer U -V dans les deux cas suivants :
1@ =117V = V3 et (¥:V ) = % 2]

o I71=2, 7] = —shet (F) =2 lon

2. Soit ABC un triangle équilatéral tel que AB = 4. Calculer R . @ .

3. Soit ABC un triangle isocele en A tel que BC = 6. Calculerﬁ zﬁ .

4. Soient U et V deux vecteurs du plan. Déterminer les mesures possibles de 1’angle orienté

(ﬂ) sachant que : | 7| =4, | V|| =V2.et ¥ -V = —2V6.

m Propriétés du produit scalaire :

Soient @/ , V et W trois vecteurs du planetk unréel. On a:
> UV =V-u
> (ki) V=" -(kV)=k(U V)
> U (VAW ="V +U-W

> WU == H7H2 (2 est appelé carré scalaire de %) )
|
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Section II @ Propriétés du produit scalaire :

Application
Soient @ et v deux vecteurs du plan, tels que : ||| =2, | V] =3 et (ﬂ) = —[2x] .

Calculer 7 -V, W2, V2et QU — V)- (7+ %7>

Soient @ et V deux vecteurs du plan, On a :
b |7+ V| =T+ =W +2u -V + |V
> |7 -V =@+ V) =R -27 -V + V)
> (A+ V) (UV) =0 == (A - |V

> 7V =L ([ 4 VI 1P V)

1
> 0V = (1T P+VIP =117 =V )P)
. J
1. Soient w et ¥ deux vecteurs du plan, tels que : ||| =2, || V] =3 et (ﬂ) = g [27] .
Calculer: @ -V et (2 —37V)*

2. Soient @ et V deux vecteurs du plan, tels que : ||7|| =2, ||7|| =2 et ”7"'7” =T.
Calculer: W -V et || — V||

Propriété

1
Soient A, B et C trois points du plan, on a : AB-AC = 5 (AB*>+AC*—BC?) .
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(AB*+AC? — BC?)
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Application

1. Soient A, B et C trois points du plan tels que : AB =1, AC = v/3 et BC = /2
Calculer : zﬁ 1@ et EZ ‘A

2. Soit ABC un triangle rectangle en A . Calculer : E R
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Section III @ Théoreme d’ Al-Kashi

Propriété

Soient et v deux vecteurs du plan.

o et V sont orthogonaux, et on écrit w1V , 81 et seulement si WV =0

Application

Soient # et V deux vecteurs orthogonaux du plan, tels que : || 7| =4 et | V| =5 .
Déterminer le réel m sachant que : (mw + V) - (i + V) =13

m Théoreme d’Al-Kashi

Théoreme d’Al-Kashi L\ T A 4

» Soit ABC un triangle. On a : AB-AC = (AB*> +AC? — BC?)

1
2
» Donc : BC2 = AB? + AC> — 2AB - AC

» Par conséquent : BC? = AB?> +AC? — 2AB x AC x cos (ﬁ?)

T (Théorsme)

Soit ABC un triangle. On a :
o BC® = AB?+AC? ~ 24B x AC x cos (4)

A

o AB? = AC? 4 BC? —2AC x BC X cos (C)

o AC? = AB2 +BC% —2AB x BC X cos (E)

Application

1. ABC est un triangle tel que : AB=3, AC =5 et A = = Calculer BC .

2 &~y

5w
2 . MNP est un triangle tel que : MN = V3,NP=2¢etN = T Calculer MP

m Théoreme de la médiane
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D)

1
Soit ABM un triangle et I le milieu de [AB]. On a : MA? + MB? = 2M I’ + EAB2
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Section V @ Relations métriques dans un triangle rectangle

— OV a—!

MA2 4 MB® — MA%+MB?

(1\7}+17§>2+(1m+17§)2

MP? 4201 - TA + TA? + MP? + 2M] - 1B + 1B
2M72+2M?-(17§+§)+17§2+17§2

21\7}2+2A7}-6>+(%ﬁ>2+(%ﬁ>2

2MI% + EAB2

Application
ABM un triangle et I, J et K les milieux respectifs de [AB] , [AM] et [BM]. Sachant que : AB =14,
AM = 3 et BM = 4, Calculer les distances M1 , AK et BJ.

n Relations métriques dans un triangle rectangle

Soit ABC triangle et H le projeté orthogonal de A sur (AB) et I le milieu [BC] .
ABC est rectangle en A, si et seulement si I’'une des relations suivantes est vérifiée :

» BC?=AB>+AC?.
» AB?>=BH x BC .
» AH>=HBx HC .
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1
» Al = EBC .
J
Application
Soit ABC un triangle rectangle en A et H le projeté orthogonal de A sur (BC) et AB=3,AC=4:
Calculer les longueurs BC, HC, HB, et AH .
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