Chapitre : Produit scalaire dans I’espace

Produit scalaire dans I’espace

Historique

La notion de produit scalaire est apparue pour les besoins de la physique. Le concept relativement récent
et a été introduit au milieu du XIXe siecle par le mathématicien allemand Hermann Grassmann (1809 —
1877), ci-contre. 1l fut baptisé produit scalaire par William Hamilton (1805 — 1865) en 1853.

u Produit scalaire dans l'espace

P> Définition » N 0 J
Soit i et V deux vecteurs de I'espace (&). A, B et C trois points de (&) tels que : @ = AB et

V= IR‘ . Le produit scalaire de o et V dans I’espace (&) qu’on note UV est égal 4 EE dans
le plan (ABC)

[ Remarque

> .U = W2 estle carré scalaire de i est toujours positif.

» /7. = AB est la norme du vecteur AB on note : |7 =ViH2=vVd.d =
AB

> 0 =2 x|V xeos(ﬁ) ou AB.AC = ||AB]| x ||AC| xcos(AE,Ag).
» o et V sont colinéaire < .V = || || x | V||

7, V et W trois vecteurs de Pespace &; a € Rona:
W= ||
Symétrie du produit scalaire : UV =VU.
Positivité du produit scalaire : W =u? > 0.
Non dégenere : WA =0su=0.
Linéarité du produit scalaire :

0 @+ V) =W +2ud V+ Vet (U - V)2 =U2-2U.V + V2




Section IT @ Base et repere orthonormé :

Application

Soit ABCD un tétraedre de faces régulieres (chaque face est un triangle équilatéral de coté a pour
longueur. Montrer que deux cotés opposés sont orthogonaux (exemple le coté opposé de[AB] est le
coté [DC].

m Base et repere orthonormé:

Rappel : BN .
W (x,y,2), V(X,Y,7) et W(x",y",2”) trois vecteurs de lespace & rapporté a une base ( i ? k).

Y Y

» Le déterminant des vecteurs 7, W et W dans cet ordre est le nombre :
X

det(W,V, W)=y

Z

=X 2
7 z

y oy ’_y

/! ”
xx‘

xl x” ‘
Yoy
=z —xzy)—(xz —yzx )+ (xy —zyx)

> W,V et W sont coplanaires si et seulement si det(7, V, W) =0.

— Exemple
(1,2,3),V(2,0,1) et W(1,0,3) ona:

1 21
det(, V., W)=[2 0 0
313
00 2 1 00
=1x ) 3‘—2X 1 3‘+3>< ) 3‘
=1x0-2x(=7)+3x0=14#0

D’ou 7(1,2,3),7(2,0, 1) et W(1,0,3) ne sont pas coplanaires.

> (1,2,3),V(2,0,1) et W(1,0,3) ne sont pas coplanaires donc le triplet (7,7, W) est une
base de I’espace (&).
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» On prend un point O de I'espace & le quadruplet(O, i, V', W) est un repere de lespace (&).

P> Définition

e ,
> (i ,7, k est une base de lespace (&) équivaut a

- = o :
i, j et k ne sont pas coplanaires.

Y
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Section III @ Expression analytique de uV

) 4

» Prenons un point O de lespace (&) le quadruplé (O, 7 ?, ?) est appelé repere de (&).
— — —
b ST TR T =7 T =0et| 7] =7 =% =1alors:

4 labase (

Y
=k.i =
- = 7 .
i ?, k ) est une base orthonormée .
I3

Y
- =
iy

Y

¢ le repere (O, ) est un repere orthonormé. ]

Y

NZ

0)

&

«¥

m Expression analytique de UV

-
I

\

. s 1 Y., N . -
B Dans tout le reste de ce chapitre ; on consideére 1’espace & est muni d’un repére orthonormé (O, J

) Y

B On prend 7(X,Y7Z)>?(xla)’lvzl)aM(xyyaz)aA(an)’A,ZA),B(XB,)’BaZB) et C(xCayC7ZC)'

On utilise la linéarité du produit scalaire donner .V en fonction de X, Y, z,x/ , y, etz.
Ecrire || 7/ || en fonction de x, y et z.

Donner la distance AB = ||1@|| en fonction de x4,y4,z4,XB,YB €t Zp.

Propriété

» Le produit scalaire de WetVest: UV =xx + yy/ +2Z
» La norme du vecteur @ est :|| || = \/x2 +y2 + 22.
» Ladistance AB est: AB = \/(xp —xp)2 + (yp —ya)? + (25 — 24)?

&

Application

7 (1,2,3) et ¥(5,7,4) deux vecteurs et A(1,5,7) et B(2,9,8) deux points de lespace (&). Calculer :
WV, |||V | et AB.
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Section IV @ Ensemble des points M(x,y,z) tel que : AM. W = k avec U (a,b,e); (W #0

MEnsemble des points M(x,y,z) tel que: AM. W =k avee U (a,b,c); (U #0)

Propriété

Soient A(x,y,z) un point, i (a,b,c) un Vec_te>ur non nul de lespace (&) et k € R I’ensemble des
points M(x,y,z) de I'espace (&) tel que AM. W = k est un plan () d’équation de la forme :
. ax+by+cz+d=0.

Application
Soient A_(l) ,1,1) et % (0,1,0). Déterminer () ensemble des points M(x,y,z) de 'espace (&) tel
que UAM =0

n Plan déterminer par un point et un vecteur normal

A W 4

Vecteur normal a un plan

P> Définition y N -
Tout vecteur 77 non nul sa direction est perpendiculaire au plan () s’appelle vecteur normal au

plan ().

1

v Remarque

B 77 est normale au plan @(A,7,7) alors 7 L et LV,
W Si 77 est normale au plan () et passe par A alors le plan est (?) noté par

P(A,T).
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‘Rmble des points M(x,y,z) tel que ax+by+cz+d=0

Propriété

L’ensemble des points M(x,y,z) de I’espace (&) qui vérifie ax+ by + cz+d = 0 avec (a,b,c) #
(0,0,0) est le plan et le vecteur non nul 7(61, b,c) est un vecteur normal a ce plan.
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Section VI e Distance d’un point a un plan

Application
Déterminer 1’ensemble des points M(x,y,z de I’espace (&) qui vérifie x+2y —z+4 =0

—
Ensemble des points M (x,y,z) tel que WAM =0

—>
Soient 7/ (a,b,¢) # 0 un vecteur non nul et A (x4, y4,z4) un point de I'espace (&). L’ ensemble des

L 4

5
points M(x,y,z) de I'espace (&) qui vérifie : AM. 77 = 0 est le plan (%) qui passe par A et le vecteur
7 est un vecteur normal a ce plan ( c.2.d. (A, 7). Le plan () a pour équation cartésienne de

la forme ax+by+cz+d = 0 avec d = —(axa +bys +cza). )
\

Application

Déterminer une équation cartésienne du plan () passant par le point A(2,1,3) et 7 (1,1,2) est un
vecteur normal a ().

Propriété

tout plan (A, 7 (a,b,c)) a pour équation cartésienne de la forme ax + by + cz+d = 0 la réci-
proque avec (a,b,c) # (0,0,0).

Application

Donner 1’équation du plan #(0,

- —
i, )

Y

m Distance d’un point a un plan

P> Définition R o B
Soient () un plan, A un point de ’espace (&) et H est la projection orthogonale de A sur le plan
(Z) la distance du point A au plan (&) est AH et on note AH = d(A, (2)).

qui passe par le point A(0,0,m) avec m € R

Propriété

Soient (&) un plan et A(xp,ya,z4) est un point de ’espace (&) tel que (?) a pour équation
(Z) :ax+by—+ cz+d = 0. La distance du point A au plan () est

laxa +bya + cza +d|
d(A, (7)) =

Va*+b*+c?
\_
Application

On considere le plan d’équation (£?) : x+3y+5z+1=0.
Estce que: A(1,1,1) € (P)?
Donner la distance d(A, (£))
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Section VII e Parallélisme et orthogonalité des droites et des plans

m"amllélisme et orthogondlité des droites et des plans

Parallélisme et orthogonalité de deux plans

Propriété
Soient : () :ax+by+cz+d=0et (P):dx+by+cz+d =0 deux plans dans I'espace (&)
et 77 (a,b,c) et n (a,b,c’) deux vecteurs normaux respectivement a (2) et ().
Les plans (Z?) et (3”') sont parallzles si, et seulement si 77 et j sont colinéaires.
Les plans () et (') sont sécants si, et seulement si 70 et j sont non colinéaires.

/ =
Les plans sont (2?) et (') perpendiculaires si, et seulement si 77 et n sont orthogonaux.

Parallélisme et orthogonalité d’une droite eﬂl plP

Propriété

Soient : (2) : ax+by+cz+d =0 un plan, Z(A, @) une droite de I’espace (&) et 7 (a,b,c)
vecteur normales de (7).

(DNP) & W =0
(2) L (P) < Hetd sontcolinaires

mtude analytique du sphere

V A 4

spheére

»> Définition
Soient Q un point donné de I’espace (&) et R > 0 I’ensemble des points M (x,y,z) de I’espace (&)
tel que QM = R s’appelle le sphére de centre Q et de rayon R on la note (.%’) ou . (Q,R).

1.CHAPTER 1 PRODUIT SCALAIRE DANS L’ESPACE
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Section VIII e Etude analytique du sphere

Equation cartésienne d’une sphere

Propriété

Soient Q(a,b,c) un point dans 1’espace et R > 0, la sphere .7 (Q, R) a une équation cartésienne de
la forme :(x —a)?4+y—b)>+z—c)? = R%.
|

Application

Donner I’équation cartésienne du sphére . (0(0,0,0), 1).
Equation cartésienne du sphere déterminé par un diametre [Af ®
P> Définition . M A

Soit @ le milieu de [AB], on dit alors [AB] est un diamétre du sphére (.%). Cette sphere sera notée
aussi par .#[4p)-

L’ensemble des M(x,y,z) de I’espace & tel &xz f y5 +22+ax+by+cz+d=0

L’ensemble (E) des M(x,y,z) de I’espace & tel que x> +y? +z> +ax+by+cz+d = 0 avec a,b,c
etd de R, on pose r=a*+b*+c*—4dest:

B (E)=0sir<0

m(E)= {Q(%“,%b,%c)} si

=0

<

2
. J

. B —a —b —c\ T\ .
B Le sphere (E)_y(Q(T’T’ ),R—7> sir>0

Positions relatives d’uﬁeﬁhére et un plan

Intersection d’un plan () et une sphere ()

Soient () une sphére de centre Q et de rayon R, () un plan de ’espace, nommons H le projeté
orthogonal de Q sur le plan () et d = QH, la distance du point Q au plan (2?).
» Sid > R alors le plan () et la sphére () n’ont pas de points en commun, 1’intersection
est vide.
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» Sid =R alors le plan () et la sphere (.#) ont un unique point en commun et dans ce cas
on dit que le plan (?) est tangent en H a (%)

» Sid < R alors ’ensemble des points commun au plan () et la sphere (.¥) est le cercle du
plan () de centre H et de rayon v R? — d? (Théoreme de Pythagore ), dans ce cas on dit le
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Section VIII @ Etude analytique du sphere

plan (2?) est sécant a (.7).

Equation du plan tangent i une sphére

par un point A quelconque d’une sphere (.¥) il existe un et un seul plan () tangente au sphére

(.) au point A. I’équation de () est: M € (£?) o AM.AG =0
Positions relatives d’une sphere et une droite v N

Soient (Z) une droite de I’espace et (.’) une sphere de centre Q et de rayon R,H le projeté
orthogonal du point Q sur la droite (Z) . Notons d = wH :

» Sid > R alors la droite (2) et la sphere (.’) n’ont pas de points en commun, I’intersection
est vide.

» Sid =R alors la droite (2) et la sphére (.#’) ont un unique point en commun et dans ce cas
on dit que la droite (2) est tangente en H a ()

» Sid < R alors la droite (2) et la sphére () en deux points en commun A et B symétriques
par rapport au point H, dans ce cas on dit que la droite (Z) est sécante a (*)(OA = OB =R).
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