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ESPACE VECTORIEL REEL

LOI DE COMPOSITION EXTERNE

D Définition

Soit K un corps et E un ensemble.
on appelle loi de composition externe de K sur E, toute application de K x E dans E.
Sia € Ketx € E, on note en général a.x ou ox I’image de (o;x) par cette application.

Remarque

e Dans la définition précédente, on peut avoir £ = K; dans ce cas, on parle d’une
loi de composition interne. Ainsi, toute loi de composition interne sur E peut étre
considérée comme une loi de composition externe sur E a coéfficient dans E.

e Au cours de ce chapite, on prendera K = R comme corps de référence.

' Exemple

L’ensemble M, (RR) : ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coéfficient réels.

. a b . .
Pour tout matrice M = ( c ) et pour tout réel ¢, on appelle produit de & par M, et on le

d
oa ob

od
M, (R). Cette loi s’appelle multiplication d’une matrice par un réel.

note M, la matrice . On a alors obtenu une loi de composition externe de R sur

]

I’ensemble R” (n € N*) : ensembles des n-uplets.

Pour tout X = (x;x2;...;x,) € R" et pour tout réel @, on appelle produit de X par a, et on
le note ooX, le n-uplets aX = (ax;; axy;...;0x,). On a alors obtenu une loi de composition
externe de R sur R".

Dans I’usage pratique, on prend souvent R? (ensembles des couples) et R? ( ensembles des
triplets).

Espaces Vectoriels Réels

I’ensemble 75 : ensembles des vecteurs du plan.

Pour tout vecteurs @ € ¥ et pour tout réel «, le produit de 74 par o, notée o7, est un élé-
ment de #>.0n a alors obtenu une loi de composition externe de R sur m#;.Cette loi s’ appelle
multiplication d’un vecteur par un réel.

Chapitre
>

La multiplication d’un vecteur de 73 par un réel est aussi une loi de composition externe de R
sur /3.
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L’ensemble &, (n € N*) : ensemble des polynmmes de degré inférieur ou égale a n.
Pour tout polynthme P € &2, et pour tout réel ¢, le produit de P par ¢, noté P, est un élément

de Z,.
On a alors une loi de composition externe de R sur &7,

STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL REEL

Au secondaire, que ce soit en Mathématique ou en physique, nous avons utilisé les vecteurs du plan ou de
I’espace : nous avons déja additionné deux vecteurs et éffectué le produit d’un vecteur par un réel. par des
démonstrations élémentaires de géométrie, on peut constater certaines propriétés de ces deux opérations
parmi lesquelles la commtativité et 1’associativité de 1’addition.
En se plangant dans une base (_z>, ?), on peut aussi :

e associer, a tout vecteur 7, le couple de ses coordonnées réels.

e traduire les opérations précedentes sur ces couples de coordonnées et ainsi obtenir, sur les éléments
de R?, des opérations d’addition, et de multiplication par un réel.

Enfin, nous avons aussi vu dans les précédentes que : I’ensembles .# (IR) des fonctions définies sur un
intervalle I et a valeurs dans R, dans lequel, 1’addition de deux fonction et le produit d’une fonction par
un réel ont les mémes propriétés que les opérations précédentes.

La structure d’espace vectoriel, que nous allons introduire et qu’est tres importante en Mathématique,
pourrait apparaitre au prime abord; c’est pouquoi, pour I’assimiler plus facillement, il est bon, tout au
long de ce qui va suivre, de garder a I’esprit les trois exemples précédents et ne pas hésiter a les manupiler.

D Définition
Un espace vectoriél réel ( ou R-espace vectoriel) est un triplet (E;+;.) dans lequel E est un

ensemble non vide muni :

D’une loi de composition interne, notée +, telle que (E;+) est un groupe commutatif,

o cette loi est I’addition de E. \ o son élément neutre est notée Of.

d’une loi de composition externe, application de R x E dans E, appelée produit externe
ou produit par un scalaire, notée (a;x) — @.x, et possédant les propriétés suivnates :

B (V(a;B) ER?) (Vx€E) (a+f)x=oax+pf.x;
B (VaeR)(V(xy) €E?) a.(x+y)=oax+p.yx;
B (V(a;B8) eR?) (Vx€E) (af)x=oa.(00.x);

B (VxcE) lx=ux

On applelle alors vecteurs les éléments de E et scalaires les éléments de R.

' Exemple

Le corps (R;+; x) est espace vectoriel réel.
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I’ensemble C est un espace vectoriel réel si on le munit de son addition «+» et de la loi
RxC — C

externe :
(a;z) — az
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(M (IR);+;.) est un espace vectoriel reél.
(R?;+;.) et (R3;4;.) sont des espaces vectoriels réels.

(75;+;.) et (#3;+;.) sont des espaces vectoriels réels.
13| L’ensemble 22, est un espace vectoriel réel si on le munit de son addition «+» et de la loi
F(LR) — ZF(LR)

(o f) — af

externe «.» .

Notations :
e dans tout ce qui suit, on adoplte les conventions et les symboles suivants :

e En I’abscene d’information sur la nature des éléments de E, un élément de E sera noté géné-
ralement ¥

e On utilise I’écriture @ ¥ au lieu de 0. ¥ o ot € Ret ¥ € E.

e I’élément neutre de (E;+) sera noté 6> v’est le vecteur nul de I’espace vectorile E.

e Si o € R* et x € E, on peut «diviser X par a» : cela revient a multiplier X par o~ !. Ainsi
é? se note auussi %.

e Si i/ et ¥ sont deux vecteurs de E, le vecteur i + (=) s’écrit i/ — V.
le vecteur @ — V' s’appelle la différence des vecteurs U et V dans cet ordre.

e En pratique, les opérations «+» et «.» sont plus souvent utilisées sans ambiguité.

En conséquence, ’espace vectoriel (E,+;.) sera simplement noté E ,et on dira que E est un R-
espace vectoriel.

En tenant compte de ces nouvelles notations, on aboutit a la définition suivante d’un R-espace vectoriel.
D Définition
(E;+;.) est un espace vectoriel réel (ou Respace vectoriel) lorsque :
(E;+) est un groupe commutatif.
(V(a;B) €R?) (VX €E) (a+B) ¥ =a¥ +B%.
Va eR) (WF;V)€E?) a(X+Y)=aX +ay
(V(a;B) €R?) (VX €E) (af)¥ = a(B™).
(VFeE) 17 =7

REGLES DE CALCUL DANS UN ESPACE VECTORIEL REEL

Soit (E;;.) un espace vectoriel réel. Alors :
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Tout vecteur de E est un élément régulier dans (E;+).

Pourtout?eE:O7=6).

- =
Pourtoutc € R: ¢ 0 = 0.

PourtoutaeRetpourtout7GE:057:6> — (a:0 ou 7:6))
| J
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Soit (E;;.) un espace vectoriel réel. Alors :
Pour tout & € R et pour tout ¥ € E : (—a) ¥ = a(— %) = —(a¥).

Pour tout (7,7) € E2, I'équation ¥ + & = V admet une solution unique dans E. cette
solution est : X¥ = V + (—7) =V — . (V — U étant la différence des vecteurs v et i/

dans cette ordre.
Pour tout (a;8) e RZ et pour tout (; V) € E>: (¥ — Y =a¥ —ay et (—B) X =

¥ B,
. * B J

' Exemple

Dans I’espace vectoriel M (RR), on considére le smatrices :

011 000 1 00
A= 1 01 1]; O3=(00O0|; L=|0T1120
110 0 00 0 01

Vérifier que A2 — A — 215 = 0.
Résoudre dans R I’équation : x5 = (3x+5)(A +35L)(A — 45).

Application

On définie sur R* une loi de composition externe «.» a coéfficient réels par : (Vo € R) (Vx €
R*) a.x =x% Montrer que R ; x;.) est un espace vectoriel réel.

On munit R? de deux lois :
» d’une loi interne : (x;y) + (X5)) = (x+x;y+))
» d’une loi externe : (VA € R) A.(x;y) = (0;1y)

SOUS-ESPACE VECﬁRIEL |

DEFINITION ET EXEMPLES

D Définition

Etant donné un espace vectoriel (E;+;.), une partie F non vide de E est un sous-espace
vectoriel de E lorsque : (F;+;.) est un espace vectoriel réel.
ce qui revient a dire que :

F #0.

F est stable pour I’addition : (V(¥;) € F?) ¥ + ¥ €F.

F est stable pour le produit externe : (V(a; ¥) e Rx F) . X €F.
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[ Remarque

e Attention ! pour prouver que F est un sous-espace vectoriel de E ne pas oublier de
vérifier que F # 0 et F C E. Le plus fréquent pour montrer que F' # 0 et de justifier
que 6> eF.

o F et {6)} sont des sous-espaces vectoriels de E, {ﬁ} est appelé le sous espece
vectoriel nul.

e Avec W € E\ {8}, le sous-ensemble R% = {a % / a € R} est un sous-espace
vectoriel de E, appelé la droite vectorielle dérigée par le vecteur .

' Exemple

Dans (¥;+:.), 'ensembles des vecteurs colénéaire 2 @ = (2;1) est un sous-espace vectoriel
de (72;+;.). C’est la droite dérigée par le vecteur U, c’est-d-dire R/ .

L’nesemble R des nombres réels et I’ensemble /R des imaginaires purs sont deux sous-espace
vectoriels de I’espace vectoriel (C;+;.).

On note %'(I;R) I’ensemble des fonctions continues sur un intervall / a valeurs dans R. Alors,
% (I;R) est un sous-espace vectoriel de .% (I;R). De méme I’ensemble Z(I;R) des fonctions
dérivables sur un intervalle I a valeurs dans R est aussi un sous-espace vectoriel de .# (I;R).

Dans I’ensemble &7,(n € N¥) : ensemble des polyndme de degré inférieur ou égale a n est un
sou-espace vectoriel. 7 (R;R).

Dans I'espace (Z(R;R);+;.) , I'ensemble F des solutions d’une équation différentielle li-
néaire de la forme ay” + by’ + cy = 0 (avec (a;b;c) € R? est un sou-espace vectoriel.Z (R; R).
En effet, F' n’est pas vide car il contient au moins la fonction nulle. Si f; et f> sont solutions
de I’équation différentielle, il en est de mé€me de la somme f| + f>. Enfin, si f| est une solution
et @ € R, alors la fonction o f7 est une solution.

B rF= {(x;y;2) €R® /x+y+z=1} n’est pas un sous espace-vectoriel du (R +;.) car il ne
contient pas le vecteur nul 0 = (0;0;0).

Lensemble G = {(x;y) € R? / xy =0} n’est pas sous-espace vectoriel de (R?;+;.) car elle
n’est pas stable pour I’addition. Contre-exemple : (1;0) € G et (0;1) € G, mais (1;0) +

(0;1)(1;1) ¢ G.

CARACTERISATION D’UN SOUS-ESPACE VECTORIEL

Propriété
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Soit (E;+;.) un espace vectoriel et F une partie de E. On a I’équivalence :

H est un sous-espace vectoriel de £ <= { I(:Vfaq;)ﬁ) c H2) (V(?,?) c F2) aX +BY EF
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[ Remarque

. 1 s
e Dans un contexte de sous-espaces vectoriels, on étudie 1’appartenance de 0 a F :
_)
¢ 0 € Fdonne F #0

_>
O 0 ¢ F,alors F n’est pas un sous-espace vectoriel de E.

e Lorsqu’on souhaite montrer qu un ensemble F' est un sous-espace vectoriel d’un
espace vectoriel £, on aura le choix, ou bien d’utiliser la définition ou bien se ramener
a la propriété précédente.

e Dans la partique, pour montrer qu’un sous ensemble F un espcae vectoriel réel,
il peut étre beaucoup plus facile de montrer que c’est un sous-espace vectoriel d’un
espace vectoriel réel connu. C’est pour cette raison qu’il faut connaitre quelques es-
paces vectoriels reéls les plus familiers, a savoir : (R; +; x); (C;+;.)5 (M(R); +3.);
(M3(R); +5.); (F(R;R);+3.)5....

' Exemple

On considére I’ensemble : E = {(x;y) € R? /y =2x}. Montrer que (E;+;.) est un sous-
espace vectoriel de 1’espace vectoriel (Rz; +;.).

On considere I’ensemble : F = { ( atb b > }
—b a—b

Montrer que (F;+;.) est un espace vectoriel réel.

Application

Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de 1’espace (R3; +;.):

E={(xy;z) €R® /x+2p+32=0} ; F={(x+y;2x—y;—3x+2y) R}/ (x;y) e R?}
G={(xy;2) ER}/x+y+z=0et2x—5y+z=0}; H={(x;y;2) eR} /x=3y=—z}

Justifier pourquoi les parties suivantes ne sont pas des sous-espaces vectoriels de R3 :

E,={(uyz) eR’ /x—y+z=5}; Er={(uyz) eR®/x+y+z<1}
Ey={(uy2) eR? /x> =0} ; Es={(x:1;z)€R?/xcRetzcR}
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FAMILLES LIBRES OU GENERATRICES-BASES

COMBINAISON LINEAIRES

D Définition

Soit n € N* ainsi que )7{ ,x_f,. .. ,)Tn) des vecteurs d’un espace vectoriel réel (E;+;.).
On appelle combinaison linéaire des vecteurs )Tf ,)T% e ,)Tn> , ou encore combinaison linéaire
de la famille (H, X3, % ), tout vecteur de la forme :

=

ouxi +0ox3+--+ox, =Y aix] avec ap,0p,...,0, €ER

-

1

~

n
Les réels oy, o0, ..., o, sont appelés les coéfficients de la combinaison linéaire Z Ot,-?,?.
i=1

[ Remarque

les combinaisons linéaires de la famille a un seul élément (7) sont les vecteurs
ad ot ac R, celles de la famille a deux éléments (7,7) sont les vecteurs

ol + BV ou (o; B) € R2.

Dans I’espace vectoriel (M (RR);4;.), on consideére les matrices :

01 1 1
Ml:(l O)CtM2=<O 4>

) 2
La matrice M = ( 33

0 1 1 1 0 3 2 2
3M1+2M2—3<1 0>+2<0 4) = <3 0>+(0 8) =
25
(5 5)=m

> est combinaison linéaire de M; et M, car :

dans I’espace vectoriel (Z3;+;.) des polynomes de degré inférieur ou égal
a 3, on considere les polyndome Py, P;, P et P; définie sur R par : Py(x) = 1;
Pi(x) =x; Py(x) = x*; P3(x) = x°.
Tout élément P de &3 peut s’écrire sous la forme : (Vx € R) P(x) = ax’ +
bx* + cx+d, ’est-a-dire P(x) = aP3(x) + bPy(x) 4 cPy (x) +dPy(x). Ainsi, tout
élément de &3 est combinaison linéaire de la famille (Py; Py; Ps; P3).

Dans I’espace vectoriel (C;+; x ), tout nombre complexe z peut étre consid"r"
comme combinaison des nombres 1 et i car : (Vz € C)(I(a;b) € R?) z=a+ib.
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Application

On munit R3 des lois d’addition et de multiplication par un réel comme suit : (x;y;z) +
(X3y57) = (x+xX5y+y5z2+7) et alx;y;z) = (ax; oy; az) pour tout o € R.
On considere les vecteurs : @ = —1;—4;5) et v = (1;2;4).

Cours http://www.steinmaths.com 2023-2024


http://www.steinmaths.com

Section I ® ESPACES VECTORIELS REELS

Montrer que le vecteurs W = (3;18;—30) est une combinaison linéaire des vecteurs w

et 7

B Le vecteur ¥ = (—7;1;4) peut-il s’écrire comme combainaison linéaire des vecteurs
et v ? Justifier.

Dans I’espace vectoriel (.# (R;R);+;.), on considere les fonctions suivantes :

—2x

D :x—e COSX ; (Dz:xi—>€_2x

sinx

Et'ensemble : E = {aw; + B / (a; ) € R?}
Montrer que E est un sous-espace vectoriel de (. (R;R);+;.).

B Montrer que si f € E, alors f/ € E.(f étant la dérivée de la fonction f).
Soit a € R et considere la fonction f, définie sur R par : f,(x) = e *cos (x + a).
Montrer que f, est une combinaison linéaire de m; et @,.
Soit o un nombre complexe non réel (c’est-a-dire o € C \ R).
Montrer que tout nombre complexe est combinaison linéaire de 1 et ©.

FAMILLES LIBRES - FAMILLES LIEES

D Définition

Soit E un espace vectoriel réel, n € N* et ()Tf 4 )Tz) i...; )7,,>) une fammille de vecteur de E. E
e On dit que la famille (x_f, X3 0% ) est une famille libre de E, si : ;
wn
V(o o:..;0,) ER" Y aixi =0 = oy=op=--- =0, =0 =
i=1 (@)
=
. N — N .. . Q
On dit encore dans ce cas-la que les vecteurs x{,x3,...,x; sont linairement indépen- §
dants. "
e On dit que la famille (971) ;)T% D ,ﬁ) est une famille lie de , si elle n’est pas libre. %
Cela signifie qu’il existe une famille (a;; ;.. .; ) des réels non tous nuls vérifiant &
n

A =

Z OC,'Y,‘> =0:
i=1 -
On dit encore dans ce cas-la que les vecteurs ﬁ 7 S JZ,) sont linairement dépendants. 5
e
N A
<
¥ Remarque 5
-

Dans la pratique, lorsqu’on s’intéresse a la liberté éventuelle d’une famille

n
.. ==
()Tf;)?f;...;ﬁ), on considere (ot;0p;...;0,) € R” tel que Z:ocif,-> = 0. Si cette
&~

l
¢galité nous conduit forcément vers o = 0p = -+ = o, = 0, alors la famille
()Tf ; x—f; ... ;)Tn> ) est libre. Dans le cas contraire, elle est liée.
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' Exemple

On considere dans E = R3 les vecteurs : u] = (2;-1;3); w3 = (1;=3;—-1); u_3> =(0;1;1).
Montrer que la famille (u_1>, 3 u_3>) est lide.

On considére dans E = Z73 les polyndmes Py, P;, P3 et Py définis sur R par : P (x) = P11 ;
P(x)=xX+x ; Px)=x>—x ; B(x)=—-1+x%
Montrer que la famille (Py; P»; Ps; Py) est libre.

Montrer que toute famille de vecteurs (JTf ; 172> . ;)Tn) ) contenenant un vecteur nul est liée.

Soit 6 € C\ R.
Montrer que la famille (1; ) est une famille libre dans 1’espace vectoriel réel (C; +;.).

On considére dans E = R les vecteurs :

w = (cosa;cosb;cosc) V= (sing;sinb;sinc)
W = (sin (x+a);sin (x+b);sin (x+¢)) ot (a;b;¢;x) € R*.

Montrer que la famille (; V; W) est lide.

Application

Dans I’espace vectoriel réel (. (R;R);+;.), on considere les fonctions :

fix—x+1 ;g:x|—>x2 D hix—xr—x+3

Montrer que la famiile (f;g;h) est libre.

Dans I’espace vectoriel (M (R);+;.), on considere les matrices :

w(54) >-(03) »=(13)

Montrer que la famille (D;J) est libre et que la famille (A;D;J) est liée.
E¥ La famille (A; D) est-elle libre ?Justiier.

Dans I’espace vectoriel R3, déterminer si les familles de vecteurs suivants sont libres ou liées :
U =(1;2:3) et V = (3;2;1)
B 7 =(-1;02) ; V=(0;1;-2) et W =(2;1;0)
W=(7:2-1) ; V=(1-32) ; W=(51:1)et ¥ =(-2;1;3)
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Soit E un espace vectoriel réel.

. DS . . . e
Une famille (%) constituée d’un seul vecteur est libre si, et seulment si, X # 0 .
les éléments d’une famille libre sont deux a deux distinsts.

Si une famille B = (971) ;@ i ,ﬁ) est libre, alors toute famille contenue dans B est aussi
libre.

Si une famille B = (ﬁ 3XD . )7,?) est liée, alors toute famille contenant dans B est aussi liée.

X
Une famille B = (ﬁ ;2 ;... ) est liée si, et seulment si, ’'un des vecteurs de B est une
combinaison linéaire de n — 1 autres.

’—‘ Preuve

FAMILLES GENERATRICES

J

D Définition

Soit E une espace vectoriel réel, n € N* et ()Tf ; JT% S ﬁ) une famille de vecteurs de E.

e On dit qu’un vecteur X est engendré par la famille ()Tf X3 % ) s’il peut s’écrire comme

combinaison linéaire des vecteurs de cette famille. Autrement dit :
n

(3(0{1;(12;...;%)61@") 722061'2?
i=1

e On dit que la famille ()Tf WX ) est une famille génératrice de E, si :

(VX €cE)(3(on;00;...;00) €RY) ¥ = foﬁ;
i=1

On dit encore dans ce cas-la que la famille (H S X85 X ) engendre I’espace vectoriel E.

' Exemple

La famille (1;i) est une famille génératrice de 1’espace vectoriel (C;+;.) car tout nombre
complexe z peut s’écrire sous la forme z = a + ib avec (a;b) € R2.

Sin € N*, alors la famille des vecteurs (eg;es;. . .;e,) définie par :
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e1 =(150;...50) 5 ex=1(0;1;...50)... ; e =(0;0;...;1)

est une famille génératrice de I’espace vectoriel réel (R"; +;.), puisque, pour tout vecteur Y =
n
(¥{3X3;5...53%),ona: ¥ = Y. xief =x1e{ +x283 ++ -+ x5
i=1
En pratique, on se contente de n € {2;3;4}. Géométriquement, on «voit» que :

¢ deus vecteurs non colinéaires du plan forme une partie génératrice.
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{ trois vecteurs non coplanaires de I’espace forme une partie génératrice.

Désignons par E I’espace vectoriel réel constitué par les suites arithmétiques. Considérons les
deux suites U = (u,) et V = (v,) définies sur N par : u,, = n et v, = 1. Montrer que (U;V) est
une partie génératrice de E.

Application

Dans I’espace vectoriel (M (R);+;.), on considére les matrices :

10 21 0 1
(o 20 )= (51 ) = (5 5)

Montrer que la famille (M;; (M>; (M3) engendre la matrice M = < i 0 i 4 )

On rappelle que (Z3;+;.) est I’espace vectoriel des polydmes de dgré inférieur ou égale a 3.
On considere la famille B = (f1; f2; f3; f4) formée par les fonctions :

flix=s x> —4x+1 ;5 fHrixes—x*42 ;5 frix=3x—4 5 frix— a3 4x

dans chacun des cas suivants, la fonction f est-elle engendré par la famille B ?

B fixeo 4452 — B riao 5047 fix—0
13x—1

Montrer que la famille B = ((1;2);(—1;1);(2;1)) est génératrice de 1’espace vectoriel
(R2;+;.).

On pose U = (—5:3) et ¥ = (a;9). Déterminer les valeurs de a pour lequelles la famille
B = (; V) engendre I'espace vectoriel (R2;+;.).

BASES D’UN ESPACES VECTORIEL

D Définition

Soit E un espace vectiriel réel, n € N* et B = (ﬁ ; @ ... ,ﬁ) une famille de vecteurs de E.

On dit que la famille B est une base de E si c’est une famille libre et générératrice de E, ce
n

qui revient a écrire : (V¥ €E)(3ap;;...;0) €RY) ¥ = Z o4 x;

i=1
Dans ces conditions, les nombres oq;00;...;0, s’appellent les composantes (ou coor-
données) du vecteur ¥ dans la base B, et on écrit 7(061;(12;...;06,1)(3) ou simplement
7(061;052;...;06,,). .
Le réel oy s’appelle la k"¢ composant de X dans la base B.
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[ Remarque

e Placons-nous dans I’espace vectoriel réel (R”;+;.). On a déja vu que la famille de
vecteurs B = (e_f; I ;e_,,>) définie par :
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v ef = (150;...;0) 5 € =(0;15...50) ; & = (0;0;1;0...50) ; ef = (0;0;...;1)

est une famille génératrice de I’espace vectoriel réel. par ailleurs, si 0516_1) + 0626_2) +
a,e, = 6>, alors (ot1;00;...50,) = (0;0;...;0), dou a; = @ = --- = @, ce qui
montre que la famille B est libre. C’est donc une base, appelée base canonique de
I’espace vectoriel réel (R”;+;.). C’est la base la plus naturelle et la plus simple de
R”.

e Une fois choisie une base B = ()Tf ;)Tz) ,,x_n)) de E, il arrive souvent que 1’on
identifie chaque vecteurs X €Eavecle n—uplet de ses composantes. C’est pourquoi,
une base doit étre une famille (ordonnée et non pas un ensemble). Par exemple, si
B= (e_f;e_z);e_g,)) est une base de E, alors le vecteur de composantes (1;2;3) dans la
base B est : e_1)+2e_2>—|—3e_3> et non pas e_2>—|—2e_1>—|—3e_3>

' Exemple

Dans Iespace vectoriel (R2;+;.), la famille B = (1 ;e3) avec e; = (1;0) et es = (0;1) est une
base de R?. C’est la base canonique de R.

Dans I’espace vectoriel (R3;+;.)), la famille B = (e; e3; 23 ) avec e; = (1;0;0), e; = (0;1;0)
et e3 = (0;0; 1) est une base de R2. C’est la base canonique de R3.

La famille (1;7) est une base de I’espace vectoriel réel (C;+;.).

On pose E = &, ou n € N*. Considérons les polyndmes suivants :
Py:x—=1 3 Plix—ox; PBix—x2: Pyix—x ;- Pixe—xt

Montrer que la famille B = (Py; Py;...;P,) est une base de 1’espace vectoriel réel ,,.

. oy /00 01\ /0O ,
LafamﬂleB-{(O 0>,(1 0>,(0 O)’(O 1>}estunebasedelespacevec—

toriel (M (R);+;.)

On considere I’ensemble : E = {(a;a;b) / (a;b) € R?}.
Montrer que (E;+;.) est un espace vectoriel réel.
Déterminer une base de (E;+;.).

On considere I’ensemble suivant : E = {f : x — (ax+b)e* / (a;b) € R*}
Montrer que (E;+;.) est un espace vectoriel réel.

I Soit f; et f, les fonctions numérique définies sur R par : f(x) = e* et fo(x) = xe?*.

Montrer que la famille B = (f}; f>) est une base de 1’espace vectoriel E.
Montrer que la fonction u : x — [ (t + %) e?'dt est un élément de E puis déterminer ses

coordonnées dans la base B.

170}
-
=
=
&~
170}
-
=
!
&
Q
-
Q
=
>
170]
=
=
o
72}
=
—
&~
=
[
=
<
=
<
-

Soit E ’ensemble des fonctions nuériques définies sur R par : f(x) = P(x)cosx + Q(x)sinx
ol P et Q sont des fonctions affines. ( C’est-a-dire de la forme x +— ax + b avec (a;b) € R?)

Montrer que (E;+;.) est un espace vectoriel réel.
m On considere la famille B = (f1; f2; f3; fa) telle que :
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fi(x) =cosx ; fa(x) =sinx ; fz(x) =xcosx ; fa(x)=xsinx
Montrer que B est une base de 1’espace vectoriel E.

Montrer que la fonction % : x — cos (x+a) avec a € R est un élément de E puis déter-
miner ses coordonnées dans la base B.

Propriété

Soit E un espace vectoriel réel, n € N* et B = (ﬁ;ﬁ; .. ,JZ,)) une base de E. Soit ¥ et 7 deux
vecteurs de E tels que : 7(061;...;06,,)(3) et 7([31;...;[3,,)(3). Alor :

Y+ V(4B + P et AX(Aous..Aa)p (OLAER)

.

DIMENSION D’UN ESPACE VECTORIEL
Propriété

Soit E un espace vectoriel réel, n € N* et B = (ﬁ ; )Tf A ;)T,z ) une base de E. Alors toutes les bases

de E ont le méme cardinal. Ce cardinal est appelé la dimension de E et noté dimE, et on écrit
dimE =n

' Exemple

Pour tout n € N* : dimR" = n. En particulier :
» L’espace vectoriel réel R est de dimension 1. Il admet pour base B = (1) et plus généra-
lement toute famille formée d’un unique élément non nul.
» L’espace vectoriel réel R? est de dimension 2. Il admet pour base B = ((1;0); (0;1)).
» L'espace vectoriel réel R3? est de dimension 3. Il admet pour base B =
((1;0;0);(0;1;0);(0;0;1)).
Ainsi dimR =1; dimR?>=2; dimR>=3
L’espace vectoriel (C;+; x) est de dimension 2 : dimC = 2.
L’espace vectoriel réel (M, (IR);+;.) est de dimension 4 : dimM(R) = 4. Il admet pour base
B = (A1;A2;A3;,A4) avec :

10 0 0 0 1 00
vloo) (Vo) em(io) (o)

Plagcons-nous dans I’espace vectoriel (73;+;.) constitué par les vecteurs de 1’espace ordinaire.

. . - -
On a déja vu dans le cours de géométrie dans 1’espace ( 1"® année du bac) que (O; i ;?; k )

_>
est une base de 75 avec : _z) = (1;0;0) ;7 =(0;1;0); k& =(0;0;1). 1l s’ensuit que dim #3 = 3.

_>
Soit maintenant F un sous espace vectoriel de (#3;+;.) différent de { 0 }
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» SidimF =1, alors F est un espace vectoriel engendré par un vacteur non nul 7. On dit
alors que F est la droite vectoriel de direction .

» SidimF = 2, alors F est un espace vectoriel engendré par deux vecteurs non colinéaires
7 et V. On dit alors que F est le plan vectoriel dérigé par les vecteurs UetV
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Application
On considere I’ensemble E = {(x;y;z) € R® /x+y—z=0}
On munit E de I’addition «+» et la multiplication par un réel définies sur R3.

Montrer que (E;+;.) est un espace vectoriel réel puis dédterminer sa dimension.

On considere ’ensemble K = {( : b Z ) / (a;b) € Rz}.

Montrer que (K;+;.) est un espace vectoriel réel puis déterminer sa dimension.

Soit E I’ensemble des fonctions numériques définies sur R par : f(x) = (asinx + bcosx)e>*
o (a;b) € R%.
n Montrer que E, muni de 1’addition des fonctions et la multiplication par un réel : est un
espace vectoriel réel.

B On considere la famille (fi; /) telle que : fi(x) = e**cosx et fo(x) = e sinx.
Montrer que B est une base de E.

Soit f un élément de . Montrer que f” est un élément de E et déterminer les coordonnées
de f’ dans la base E

. L . . -
Soit E un espace vectoriel réel de dimension 2 et B = ( i ,7) une base de E.

Soit B' = (; V') une famille de vecteurs de E tels que i/ (a;b) et V' (d;b') dans la base B.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

(B’ est une base deE);
) (Blest génératrice deE);
(B'est libre danskE)

/
a a
%
Soit E un espace vectoriel réel de dimension 3 et B = (7, 7; k ) une base de E.
Soit B’ = (7;7;7&) une famille de vecteurs de E tels que 7(a;b;c) et V(a’;b’;c’) et

W(a”;b”;c”) dans la base B. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(B’ est une base deE) ;
B (Blest génératrice deE) ;
(B'est libre dansE) ;
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a a a
Bl | » v b |#0
c C/ C”
. J
U Remarque

La propriété précédente est d’une importance pratique capitale. Elle affirme qu’une
famille de cardinal égale a la dimension de I’espace vectoriel devient une base des
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. qu’elle libre ou génératrice. En pratique, il est plus facile de vérifier qu’elle est libre
soit en calculant le déterminant par un calcul direct.
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