I’Arithmétique dans Z.

u PGCD & PPCM .

Rappel et Complément .

v
N 4

D Définition

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.le plus grand commun diviseur de a et b, qu’on
note a A b ou PGCD(a,b), est le plus grand des diviseurs communs a a et b.

Le plus petit commun multiple de a et b, qu’on note a \Vb ou PPCM(a,b), est le plus petit
des multiples strictement positifs communs a a et b.

On Convient que : aAO=a] et aV0=0.

(] Remarque

Sid=aANbetm=aV b alors :

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

d>1letd/aetd/b et
m>=1leta/meth/m [(a/cetb/c) = m < c].
Ve € N*: [(c/a et c¢/b) = c/d] la|AN|b|=detanl=1etaA
et aa N0 = |al.
[(a/cetb/c) = m/c]. 03 la| v bl =m et aV1=|a| et
VeeN*:[(c/aetc/b) = c < d| aVa=|al.

Soient a , b et ¢ trois entiers relatifs non nuls, soit n € N. Alors :

: I’Arithmétique dans 7Z.

aANb=bAa.etaVb=bVa Wl (avb)ve=aV (bVe).
a/b<=aNb=|a| <= aVb=|b| (caVeb) = |cl(aVb).
— c/a u d

(anb)ANc=aN(bAc). B { c?b :(E)V(%):ﬁb'

(canch) =|c|(anb).

c/a , , ﬂ a"AND" = (anb)"eta"Vb" = (aVb)".
— ahb
N H { = ()N Q) =4 (aAb) x (aVb) = |ab| )

Chapitre



Sectionl e PGCD & PPCM.

Calcul du PGCD : Algorithme d’Euclide.

Propriété

Soitac Z*etb € N

Lorsque b ne divise pas a, alors le PGCD(a,b) est égale au dernier reste non nul obtenu grice a
I’algorithme d’Euclide

Nombres premiers entre eux . 99

D Définition

soient a et b deux entiers relatifs non nuls.
On dir que a et b sont premiers entre eux si leurs PGCD vaut 1 c’estadire: a Ab = 1.

(o)

soient a et b deux entiers relatifs non nuls, et d € N*, alors :

d=anb< [(3(a,B)€Z*)/a=ad et b=Pb et aAf=1]

T Theamme)

soit (a,b) € 72 :
On a I’'implication suivante :
d=aNb< [(3(u,v) €Z*)/ d=au+bv].

U Remarque

le couple (u,v) n’est pas unique.En effet :

INd=1=1x9-2A4 (u=1 ea v=-=-2)

ING=—-43x9+97%x4 (u=-43 et v=97).

La réciproque du dernier théoréme n’est pas toujours vraie, ainsi 3 x 5+7 x (—1)
mais 3A7 # 8

Il
S

‘Théore ezout

Application

En utilisant le theoreme de Bezout, montrer que pour tout n € N :
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(5n4+3)A(2n+1)
(2n—1)A(3—17Tn) =

1
1
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Section] e PGCD & PPCM.

Détermination des coefficient du théoreme de Bezout

I’inconvénient du théoreme de Bezout, sous sa forme théorique, est qu’il fournit pas les coefficients u et v
intervenant dans la relation au + bv = 1.
I’algorithme d’Euclide fournit une telle réponse pratique a ce probleme.

T (Théorme)

Soient a,b et ¢ des entiers relatifs non nuls.On a I’implication suivante :
(a/bc et aNb=1)= a/c. ce résultat est connu sous le nom du *®Théoreme de Gauss*®

(] Remarque

dans le dernier théoreme, la condition de primalité a A b = 1des deux relatifs a et b
est nécessaire , en effet 8/48 et 12/48 mais 12 x 8 ne divise pas 48

Propriété

soienta,b et c trois entiers relatifs non nuls.alors :

0 (anb=1 et aAc)<=aAlbc=1.
D V(m,n) eN2:(aAb=1<=aAb"=1) et (aAb=1<=a"Ab"'=1)

L’équation diophantienne : ax+ by = ¢

T (Théorsme)

Si le couple (xp,yo) est une solution de I’équation ax+ by = ¢, alors I’ensemble des solutions

bk k
de cette équation est : . = { (xo—l- 3 Y0 — - > Jk € Z}

alb alb

PGCD et PPCM (!lun nomBre fini d’entiers relatifs

D Définition

Soit n un entier naturel tel que n > 2, et soient ag,aj,az------ a, des entiers relatifs non nuls.
Le plus grand commun diviseur des ces entiers qu’on note a; Aax Aaz--- A a, est le plus
grand diviseur commun positif a ay,az,as - - - ay.

Le plus petit commun multiple des ces entiers qu’on note a; Vaz Vas---V a, est le plus petit
multiple commun positif a ap,as,a3 - - - a,.
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Soit n un entier naturel tel que n > 2, et soient ag,aj,az - a, des entiers relatifs non
n

nuls.Il existe des entiers relatifs uy,us,---u, tel que : Za,-u,- = 9 avec O désigne le plus
i=1
grand diviseur commun de aj,a - - - a,
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Sectionl e PGCD & PPCM.

D Définition

Soit n un entier naturel tel que n > 2, et soient ag,aj,az------ a, des entiers relatifs non nuls.
On dit que les entiers aj,a,------ a, sont premiers entre eux si 1 est le seul diviseur positif
commun a tous ces entiers, c’est a dire que : a; Aay A---- - ANa, =

[ Remarque

Dire que les entiers sont premiers entre eux, signifie pas qu’il sont premiers
entre eux deux a deux, en effet a = b =7 et ¢ = 12 sont premiers entre eux,
par contre aAc =4 > 1.

La relation (a A b)(aV b) = |ab| n’est pas valable pour plus de deux entiers
relatifs. c’est a dire en général : (aAbAc)(aVbVc)+# |abel.

Le résultat de ce théoréme reste valable pour plus de deux entiers relatifs
, plus précisément : (n > 2),8 = a; ANax A --- A a, signifie qu’il existe
n
(ay,ap, -« a,) €Z": Zaiui = 1. autrement dit :
i=1

n
(@ Nag AN Nay=1) <= | I (uy,uz---uy) € Z" : Zaiuizl
i—=1

Congruence modulo » (Rappel et cment)

D Définition

soit n € N*. On dit que deux entiers a et b sont congrus modulo 7 si ’entier n divise b — a,
c’est a dire 3k € Z tel que : b = a + kn, et on écrit : a = b[n]

soit n € N*. La relation de % Congruence modulo n * est une relation d’équivalence sur Z, c’est a
dire :

Réflexive : (Va € Z) : a = a[n].
Symétrique : (V(a,b) € Z*) : a = b[n] = b =aln).
" Transitive : (V(a,b,c) €Z%) :a=b[n] et b=cln] = a=c=n)
. J

Propriété

1.CHAPTER 1 L’ARITHMETIQUE DANS Z.

Soit n € N et soit (a,b,c,d) € Z* .Alors :
a = b[n] <= (les restes de la division euclidienne de a t et b par n sont égaux)
Sia = b[n] et ¢ = d[n] alors a+ ¢ = b+d[n| et ac = bd|[n]
Sia = b[n] et k € Z* alors ka = kbn]
]

Sia=bin] et p € Nalors a” = b”|n|
. J
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Section II @ Les Nombres Premiers

T (Théorme)

Soient a,b,c € Z* et n € N*.

Sid=cAnalors:ac =bcln] <= a=b [g]

Soit (a,b,c) € Z*3 et soit (n,p) € N tel que : c An =1, Alors :
ac = beln] <= a = b[n]

{Z/Enb[n] — a =b|p|

nne divise pas

& J

m Les Nombres Premiers

Rappel et complément

{aczbc[p] e a=b]p)

D Définition

Un entier relatif p est dite Premier s’il admet exactement quatre diviseurs.

[ Remarque

Si p est un entier premier dans N, alors —p est premier dans Z, c’est pourquoi dans
cette section nous nous limitons a I’ensemble N.L’ensemble des nombres premiers
positifs et noté IP, et un entier n > 2 non premier est dit Composé.

‘T ( Théoreme
Soit n un entier composé supérieur ou égale a 2, Alors :

Le plus petit diviseur positif de n différent de 1 est un nombre premier.

n est un produit de nombres premiers, en particulier n possede au moins un diviseur
premier.
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n posséde un facteur premier p tel que : p> < n

(o)

L’ensemble [P est un ensemble Infini
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Section II @ Les Nombres Premiers

T (Tt

Si p et g sont deux nombres premiers positifs distincts, alors ils sont premiers entre
eux. en d’autre terme : p,g € Petp#qg<= pAg=1.

si p € P alors p est premier avec tous les entiers qu’il ne divise pas,
c’estadire: (VaeZ)(VpeP):[(p nedivise pas )= pAa=1]

Propriété

Soit (a,b) € Z? et p un nombre premier, alors :

plab <= (p/a  ou  p/b)

— L —)

x Soient ay,ay, - - - a, des entiers relatifs et soit p un nombre premier, alors :

p/aray....an <= (Jie{l,2,------ n}: pla;)

s Soit a € Z et p un nombre premier, alors :

(VneN) p/d* <~ pla.

s Soient py, p2,- - pn et p des nombres premiers, alors :

p/p1-p2-pn <= (Fie{l,2,---,n}: p=p))

Petit théoréeme de FEﬁV[AF

Théoréme

Si p est un nombre premier positif, alors pour tout a € Z , alors p divise a” — a, autre-
ment : (Va € Z) : a = a[p]

Si p est un nombre premier positif, alors pourtouta € Z : pAa=1 <= a?~! = 1[p]

[ Remarque

La réciproque du théoreme de FERMAT n,est pas vraie, en effet si a”~! = 1[p] alors
I’entier p n’est pas forcement un nombre premier.A titre d’exemple soit p = 341 =
31 11 n’est pas premier, pourtant il divise 241 —2 car :

234 2 =223 — 1) = 2((2'93* — 1) = 2210 — 1) ¥}_32!% = 2 %3 %341 x
22:0 3210k

Le petit théoreme de FERMAT permet de calculer le reste de n’importe quel entier
assez grand modulo un nombre premier positif p.
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Section III @ L’Ensemble Z/nZ

Décomposition en produit de facteurs premiers

=D

Tout élément de Z* — {—1,1}admet une décomposition en produit de nombre premiers,

unique a 1’ordre prés des facteurs. Autrement dit, si n € Z* — {—1,1}, il existe N € N* & €

{—1,1} des nombres premiers deux a deux distincts pi, ps,--- pn, et des entiers o, 0p-, Oy
o

telsque:n=¢€.py . pyleeee Py -

Ce théoreme est connu sous le nom du *Théoreme fondamental de I” Arithmétiquesk

. . yd LK) . . 5 " '
Application de la décomposition en produit de facteurs premiers

T ( Théoreme )

Soit n € Z* — {—1,1}et sa décomposition n = €.p{!.py% -+ p’ en produit de facteurs
premier .
Les diviseurs de n sont les entiers relatifs : d = &’. p’l/1 . pgz ------ pKI," avec 0 < % < o, Vk €

{1,2,...N}ete € {—1,1}.
le nombre des diviseurs positifs de n vaut : (14+0q)(1+0p)---(1+ ay)

m L'Ensemble Z/nZ

Classe d’équivalence

D Définition

Soit n € N*.

L’ensemble des entiers relatifs qui ont le méme reste r de la division euclidienne par n est
appelé la classe d’équivalence de r, qu’on note 7.

C’est la classe d’équivalence de » modulo n dans Z.

Généralisation : soit a € Z et n € N*, la classe d’équivalence de @ modulo n est définie par :

a={x€Z/x=an}={a+kn/keZ}

Application
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Déterminer la classe d’équivalences modulo 12 de chacun des nombres suivants :

116 1979 2018.

) Proposition
Soit n € N*.pour tout x € Z, on désigne par X la classe d’équivalence de x modulo n.Alors :
(VaeZ)(3re{0,1,2,--- . n—1}): a=r
Sio<r<net0<r <nalors:F=r < r=retr#r < iOr =0.
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Section IV e Systeme de Numération

) 4

(VxeZ)(3re{0,1,2,--- ;n—1}) : x € F (avec r est le reste de la division euclidienne de x
par n).

Opérations dans I’ensemble Z /nZ

D Définition

Soit n € N*.
On définit I’addition dans Z/nZ comme suit: X+y=x+y Vx,y€ Z/nZ.
On définit la multiplication dans Z/nZ comme suit: XXy=xXy Vx,y € Z/nZ.

Application

Résoudre dans Z /67 les equations suivantes :
Ac=2

3 +x+1=0

Théoréme

Soit p un nombre premier positif. Alors :
(VT e 2/pZ—{0}) (37 € Z/pB={0}) :% x
(V(J_C;y) € (Z/pZ)z) [fxy:ﬁ — ()_Cz

mSystéme de Numeération

Représentaflon d’un entier naturel dans un systeme de numération

BB
N N
~
sl
N o
[ CI
[
o C
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= C
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0
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I =
= =
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|

D _Définition
la base b d’un systeme de numération représente le nombre d’unités d’un certain rang, néces-
saire pour former une unité de rang immédiatement supérieur.
L’ensemble %, = {0,1,2,------ ,(b—1)}, soit b caracteres (chiffre en base 10) quantifie le

nombre d’unités d’un rang quelconque.
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Section IV e Systeme de Numération

T (Tt

Soit b un entier naturel supérieur ou égale a 2.
Tout entier naturel non nul npeut de maniere unique sous la forme :
""" = a2b2 +a1b+ay
ol ag,ay,- - ,an sont des entiers tels que : a,, Z0et0< a; <b—1 Vie{0,1,2,------ ,m}
Onécrit:n=a,a,—1 - - aragp)-et On dit qu’on a représenter le nombre n dans le systeme
de numération de base b
Application
Convertir en binaire les nombres suivants :
97; 397; 133

Convertir en numération décimale les nombres dont I’écriture en binaire est :

01,  T101110(

. pe yd A ' N ye .
Comparaison de deux nombre présentés dans Ie méme systeme de numération

=D

Soient x et y deux entiers naturels représentés dans le méme systeme de numération par :

S
I
S
3
Ny
S
_I_
N
3
L
Sy
3
L
+

Sim>n alors y>x

Sim=netc,=a,etc,_1=a,_1et------ et ci11 = aj et ¢; # a;, alors I’ordre de x
et y est celui de ¢; et a;, En particulier si ¢; > a; alors y > x

LYK} 3 3 3 ' 7 ’ A N
Addition et muulpllcatlon de deux nombre représentés dans le méme systeme de n

On considere les deux nombres suivants :  x=5312() et y=_2144.
On veut représenter le nombre x 4y en base 6.
Ona:x=5x6>+3x6>+64+2et y=2x6"4+6+4
Par conséquent : x+y =5x 6> +5x 62 +3x6+2 :ﬁ(@.
On peut représenter le nombre x 4 y directement en base 6 en utilisant la méthode vue en primaire
%]’addition par retenue® comme suit :
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= 5530,

On considere les deux nombres suivants : a = 432(s) et b = 134s)
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Section IV e Systeme de Numération

On veut représenter le nombre a x b en base 5.

Onaa=4x5"43x5+2eth=5>+3x5+4._Par conséquent :

axb = (4x52+3x54+2)(524+3x5+4)

axbh = 5 4+3x54%4+534+4%x5+3
axb = 131043

Tout comme 1’addition , on peut representer le nombre a x b directement dans la base 5 en utilisant la

méthode de %la multiplication par retenue® comme suit :

1
4325

333

2401e

+

43200

= 1310435

Critere de divisibilité sur les nomb‘s?,él;‘S; 9; 11; 25

) Proposition A Av

On a les conséquences suivantes :
T x=0[5] < (ap=0 ou ay=5)
x=0[25] <= arag(i0) = 0[25]

0f

[4] < aiap (i) = 0[4]
B] < Xioai=0[3]
[
[

III

9] <= Y ,a;=0[9]

0
0
0
011] = Y (= 1)ia; = 0[11]

S B +a; x 10+ aq avec
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