Cours

Produit scalaire dans I’espace et 2BSX
applications

Dans tout ce qui suit I’espace est rapporté au repere orthonormé (0,17,%,75). E)

u Le produit scalaire dans lespace et ses proprités

Définition et proprités

On considere dans I’espace les points A(2;1;3),B(1;1;-2) et C(2;—1;0).

Déterminer les coordonnées des vecteurs AB et AC.
Etudier I’alignement des points A, B et C.

Donner une représentation paramétrique de la droite (AB).
Est-ce que le point D(4,—3,2) appartient a (AB)?
Donner deux équations cartésiennes de la droite (AB).

4] Donner une équation cartésienne du plan (ABC).

D Définition

Soient i et v deux vecteur de 1’espace et A;B et C trois points de 1’espace tels que : i = 1@
etv= R il existe au moins un plan (P) passant par les points A; B et C, (par exemple le plan

(ABC) ). Alors le produit scalaire de # et V dans 1’espace c’est le produit scalaire : AB - A
dans le plan (P) noté : i -V

U Remarque

Toutes les proprités du produit scalaire dans le plan restent valables dans I’espace.

D ( Définition
Soit # et V deux vecteurs de 1’espace. On appelle produit scalaire de # par V, noté i - v, le
nombre réel définit par :
— Uu-V=0,si’'un des deux vecteurs # et v est nul.

V= ||d|| x ||| x cos(u V), dans le cas contraire.

JVse lit " i scalaire V'
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Section I @ Le produit scalaire dans lespace et ses proprités

Soient #,V et w Trois vecteurs de 1’espace et k € R.
Alorsona:

Application
Soient A(1;1; \/5) et B(\/i; —\/5;0) etC(—1;—1; —\/5) trois points dans 1’espaces .
Montrer que le triangle ABC est isocele et rectangle.

Orthogonalité dans lespace : 2 QK™

D Définition

Soient i et V deux vecteurs dans 1’espaces .
les vecteurs # et V sont orthogonaux si et seulement si lun des deux vecteurs est nul ou si les
directions des deux vecteurs sont perpendiculaires.

T (Théorme)
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et V sont orthogonaux <= UV =0

Vecteur normal a un’lan:‘ A

D Définition

Un vecteur 7 est dit normal au plan (P) si 7 non nul est orthogonal a tout vecteur de (P).

Propriété

Pour qu’un vecteur 7 soit normal au plan (P), il suffit qu’il soit orthogonal & deux vecteurs non
colinéaires de (P).

Propriété

Soient Dy (1) et D, (idy) deux droites alors : (D) L (D;) < i) - il = 0 i) est le vecteur directeur
de (D)) et ii, celui de (D;).

Propriété
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Soit (P) un plan de vecteurs directeurs i et iy et soit (D) une droite de vecteur directeur V alors :
(P) 1 (D) SVlumetvLlipeviu=0etv-ur=0
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Section I @ Le produit scalaire dans lespace et ses proprités

Soient (P) et (Q) deux plans de I’espace et 7i(p) et 7i(() sont respectivement deux vecteurs normaux
de (P) et (Q).

- (P) et (Q) sont orthogonales si et seulement si 7i(g) - 7i( p) = 0.

- (P) et (Q) sont paralleles si et seulement si 7i/ () et -7 p) sont paralleles.
p () (P) p

\_ J
= . U

Equation dun plan définie par un point et un vecteur normal
Propriété

Soient ii(a, b, c) un vecteur non nul et A un point de 1’espace et k € R.

—
L’ensemble des points M de I’espace tels que ©i.AM = k est un plan d’équation
ax+by+cy+d=0 (avec d € R dterminer).

Propriété

Soient 7i(a; b;c) un vecteur normal & un plan (P) alors une équation cartésienne de (P) est : (P) :
ax+by+cz+d =0 (oud € R a déterminer ).

Application

Déterminons une équation cartésienne du plan (P) passant par A(1;0;5) et de vecteur normal
A(—1;1;0),ona:

M(x;y;z) € (P)ﬁm-ﬁzo
S x—1)x—14(-0)x1+(z—5)x=0
S —x+14y=0
& —x+y+1=0

alors une équation de (P)est (P): —x+y+1=0

Déterminons une équation cartésienne du plan (&) passant par A(1,—2,3) et de vecteur normal
A(l, —i}—Z). Soit M(x,y,z) un point de (2).

OnaAM(x—1,y+2,z—3).

Donc :

~—

>
<

Fi=0e (x—1)—3(y+2)—2(z—3) =0
& x—3y—2z—-1=0.
Comme () est de vecteur normal 7i(1,—3,—2), alors (&) : x—3y—2z+d =0.

OrA € (P),alors 1 —3(—2)—2(3)+d=0etd =—1.
D’ou (P) :x—3y—2z—1=0.
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Section II e Etude analytique de la sphére

Distance dun point a un plan
Soit (P) un plan passe A (x4,y4,z4) par et de vecteur normale 7i(a; b;c).
explique pour quoi on a 7 ﬁ =17 E} , pour tout point M du plan .
Montre que  —axa —bys —cza = Va2 +b> +c2x | ﬁ” X cos(fi;ﬁ) :
Déduire la distance AH.

Propriété

Soient (P) un plan d’équation ax+ by +cz+d = 0 et A (x4,y4,24) un point de I’espace.
La distance du point A au plan (P) est : d(A, (P)) = [@atbuatciatd]

Va2 +b2+c2
' Exemple

Calculons la distance du point A(1,—1,2) du plan (P) d’équation (P) : 2x+y—z+1=0.
Onaii(2,1,—1) est un vecteur normal de (2).

Donc d(A, (P)) = ﬁ% =0, en déduit que A € (P).

Application

On considere () le plan d’équation x+y+z+1=0et A(1,2,0) est point de I’espace.
Calculer d(A, (P)).

Déterminer une représentation paramétrique de la droite (D) passant par A est orthogonal a

Déterminer les coordonnées du point H le projeté orthogonal de A sur ().

m Etude analytique de la sphére

Dans un espace tridimensionnel, une sphére (S)de centre Q(a,b,c) et de rayon R est I’ensemble de tous
les points P tels que la distance entre P et le centre C soit égale au rayon R.

Eton a
M(x,y,z) € (S) < QM =R

& QM? = R
& —a)’+(—b’+(—c) =R
<:>xz+y2—|—z2—2ax—2by—20z+a2—|—bz—|—c2 =R

Cette équation est appelée équation cartésienne de la sphere (S).
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Section II e Etude analytique de la sphére

Propriété

Soit (S) une sphere de centre Q(a;b;c) et de rayon R.
Une équation cartésienne de (S)est I’écriture : (x —a)?+ (y—b)*+ (z—¢)* = R?
C’est adire : x2 4+ y? + 7% —2ax —2by —2cz+d =0 avec : d = a®> +b*> +c> —R?

Propriété

Soient A et B deux points de I’espace. L’ensemble des points M de 1’espace tels que AM - BM =0

est la sphere de diametre [AB]

Application

a Déterminer I’équation cartésienne du sphere (S1) de centre Q(1,—1,2) et passant par le point
A(=1,4,5).

b Est-ce que le point B(1,2,—2) appartient a (S;) .
Déterminer I’équation cartésienne du sphere (S3) de diametre [AB] avec, A(1;0;—2) B(3;1;1)

Montrer que I I’ensemble des points M(x;y;z) tels que : x> +y> 47> +4x —2y —62+5 =0
est une sphere et déterminer ses éléments caractéristiques.

Intersection dune sphére et dune dﬂit’ |

Soit S(€2;R) une sphere et (D) une droite dans I’espace. Posons d = d(Q; (D)) On a trois cas :
Si d < R alors la droite (D) coupe la sphere (S) en deux points distincts.
Si d = R alors la droite (D) coupe la sphére (S) en un seul point. (D) est tangente a (S).
Si d > R alors la droite (D) ne coupe pas la sphere ().

'RODUIT SCALAIRE DANS L’ESPACE ET APPLICATIONS

| J
graphiquement
soit d la distance entre la droite (D) et la sphere (S) .
Alors on a:
si R<d si R=d si R>d
Cours http://www.steinmaths.com 2023-2024


http://www.steinmaths.com

Section II e Etude analytique de la sphére

' Exemple

Soit (S) la sphére d’équation : (S) : x> +y> 42> — 2y +4z+4 =0

X _71+t x =73t x=14t¢t
(D3):4 y=3+2t teR (Dy): y=2 teR (Dy):{ y=1+2t t€R
=1 7=—2-+t z=-34+2t

Déterminons I’intersection de la sphere (S) et les droite (D) ;(D,) et (D3).

Intersection dune sphere et dune plan dNT

Soient () la sphere de centre Q et de rayon R et (P) un plan dans ’espace et d = d(Q; (P)).
Sid > R, alors (P) ne coupe pas (S).
Sid > R, alors (P) est tangent a (S) en un point H le projeté orthogonale de Q sur (P).
Si d < R, alors (P) coupe (S) suivant un cercle de centre H le projeté orthogonale de Q sur

(P) et de rayon r = VR — d?.
. J

~ I

si R=d si R<d si R>d

' Exemple

On considere 1’ensemble (S) des points M(x,y,z) de I’espace tels que x* +y? 47> +2x — 2y +2z—1 =
0.

Montrer que (S) est une sphere en déterminant son centre et son rayon R.

Etudier la position relative de (S) et les plans suivants :
a. (P):2x+y+2z—3=0.
(Py):x—2y+2z+3=0.
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