Intégration

v
n Intégrale d’une fonction continue:

D Définition
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b], avec a et b deux réels.
b
On appelle I'intégrale de f de a a b, notée / f(x)dx, le nombre réel F(b) — F(a), ou F est

a
une fonction primitive quelconque de f sur [a,b]. On écrit :

[ reoac=F@) - Fla

[ Remarque

b
Les réels a et b sont appelés les bornes de I’intégrale / f(x)dx.

a

On note aussi : / P dx = [FOE = B (b) — F(a).

La variable x est dite «muette». On peut donc la remplacer par n’importe quel

autre nom :
/abf(x)dx=/abf(t)dt:/abf(u)du:__.

c
g La notation «dx» indique quelle variable varie entre a et b.
)

b=

o0 ' Exemple
‘O

)

= 2]
= Calculons / —dx.

(I 1 X

() 1 .

= On a x — — est continue sur [1,2], Alors :

hy—t X

o

) 21 2

< / " dx =/ I’ (x)dx
O 1 X 1

2
= [In (x)];
=In2—Inl
=1In2

|
Calcul ——dx.
acuons/1 NG




Section IT @ Relation de chasles- la linéarité de 1’intégrale

1
On a x — ——= est continue sur [1,9], Alors :

2/x
[ = [
|

Soit f une fonction continue sur I’intervalle [a,b], on a :

0 [ =
I/ dr=— [ f(dr

— Preuve

(a)
(I Il
l\)%
o)
S
SN—
S

Ona / " F) dx = [F(x)]° = F(a) — F(a) =0,

ona [ ) ax=[F ()} = Fb) ~F(a) = ~(Fl@) - F) = — [y

m Relation de chasles- la linéarité de l'intégrale

Soient f et g deux fonctions continue sur 'intervalle [a,b], et A € Rona:

r4
=
[~
=
<
&~
&}
=
=
Z
[

1.CHAPTER 1

Relation de Chasles : (a < ¢ <) / x)dx = / fx) dx—i—/

La linéarité de I’intégrale :

[ Grama = [ react [
o o y
/a}Lf(x)dx _ )L/a F(x)d
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Section Il @ Fonction définie par un intégrale :

' Exemple

1
Calculons / (2 +5x—3) dx.
0
Ona:

1 1 1 1
/(x2—|—5x—3)dx _ /xzdx+5/ xdx—/ 3dx
0 0 0 0

371 211 1
H +5H ~ [3]
31 21, 0
1 1

S 4 5x——3
37053

—1

6
el]

Calculons ﬁ mdx
1 x

En utilisant ainsi la relation de Chasles, on trouve :

/e—|lnx|d_x = /1_1n_xdx+/eln_xd_x
% X 1 X 1 X

e

1 e
= —[ In’(x) x lnxdx+/ In’(x) x Inxdx
! 1

_ In%x 1+ In%x1°¢
= . 1

Z
©)
]
[
<
&~
@)
=
[
4
[

Application

On considere les deux intégrales I = / r cos(x) sin(x)
0 4 cos(

T
x) + sin(x) dret)= /0 4 cos(x) + sin(x)

dx

Calculer I +J et I—J.
En déduire / et J.

1.CHAPTER 1

m Fonction définie par un intégrale:

Considérons une fonction f continue sur / et a € 1. Soit F la fonction primitive de f sur / et qui s’annule
ena,ona:

| #de = F @) =) - Fla) = F()
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Section Il @ Fonction définie par un intégrale :

T (Théorme)

X
Soit f une fonction continue sur / et a € I, la fonction F définie par : F(x) = / f(t)dt estla
a

fonction primitive de f qui s’annule en a.
La fonction F est dérivable sur I et (Vx € 1), F'(x) = f(x)

' Exemple

X
On va étudier les variations de la fonction F définie sur R par : F(x) = / e’ (> —4)dt.
0

La fonction F est la primitive de la fonction f(x) = e (x> —4) est continue sur R donc F est dérivable

surRetona: (Vx €R), F/(x) = (x2 —4)
D’oi le signe de F'(x) est celui de x> — 4.
Donc F est croissante sur | — oo, —2] et [2, +-oo[ et décroissante sur [—2,2].

Propriété

Soit f une fonction continue sur un intervalle J. et u et v deux fonctions définie et dérivable sur /
telles que u(1) C Jetv(I) C J.

La fonction définie par F (x) = [ f(¢)dr est dérivable sur I et (Vx € I); F'(x) =V (x) x f(v(x)) —
u'(x) X f(u(x))

' Exemple

X%+ 2x
Soit G la fonction définie sur R par : G(x) = / V1 +rdr.
0

On a la fonction f : x — /1 4-x est continue sur [—1,+oo|.
Et la fonction v : x — x? + 2x est dérivable sur R et v (R) = [—1, +-oo].
Et par suite la fonction F est dérivable sur R eton a :

F'(x) = V() x f(v(x))
= 2(x+1)y/(x+1)2
= 2(x+1)[x+1]

Z
©)
]
[
<
&~
@)
=
[
4
[
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Application

Etudier la dérivabilité et déterminer la fonction dérivée du fonction f(x) = / ——dt

x V1412
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Section IV e L’intégrale et I’ordre

m L'intégrale et l'ordre

=D

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle 7, et a et b deux éléments de /. Alors :

b
Sia < b et f est positive sur [a;b], alors / f(x)dx > 0.
a

Sia<bet (Vx€ [a:b]), f(x) < g(x), alors /abf(x)dx < /abg(x)dx .

I‘/ x) dx| < /|f (x)] dx

Si M une valeur maximale et m valeur minimale de f sur [a,b], Alors on a :

m(b—a)g/abf(x)dng(b—a)

' Exemple

e
On a la fonction In est continue et positive sur [1,e] et 1 < e, donc : / Inxdx > 0.
1

1 1
Montrons que : — < / e dr < 1Soitt € [0,1],ona:
e 0

0<t*<1 0

-1<—<
“lT<e - <1 (car x — eest strictement croissante surR)

H

. . 2
Puisque la fonction 7 + ¢~

donc :

est continue sur R en particulier sur 'intervalle [0;1] et 0 < 1,

1 1 1
2 2
el<e <1 = /e—ldrg/ e’ drg/ 1dt
0 0 0

1 1_t2
_— —g/e dr <1
e 0

Z
©)
]
[
<
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=
[
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Application

1
Montrer que : / (ex — exz) dx > 0.

0
"} Montrer que : / dt <O0.
1 +cos (
1 3
Montrer que : Elnz < [j cos,t( )dt < gan

1 1
Comparer les deux intégrales suivantes : ﬁ xln(x)dx et ﬁ x?1n (x) dx .
2

2
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Section V e la valeur moyenne

n la valeur moyenne
Soit f une fonction continue sur un intervalle 7, et a et b deux éléments de [ tel que a < b.

1 b
Il existe au moins un élément ¢ € [a,b] tel que : f(c) = s / f(x)dx.
—a a
b
Le nombre réel / f(x)dx est dite la valeur moyenne de f sur [a,b].
—aJa
. J

' Exemple

On considere la fonction numérique f définie sur R par : f(x) =

e’

(ex+1)°
Déterminons la valeur moyenne de f sur I’intervalle [0, 1].
On a f est continue sur R en particulier sur I’intervalle [0, 1], la valeur moyenne de f sur [0, 1] est :

1 1 Lo e
V’”:To/o fle)de = /0 R

/

_ / (ex+1)2dx
0 )

l\)

(er+1
1
=) |
1 1 S
2 e+l =
>
QO
=
2
&
MQuelques Méthode de calculs des intégrales
-
&
=
Méthode 1 : Htilisaes primitives des fonction usuelles E
b <
Calculons / de =
1 X
e 1n2
/ lrl—xdx = In"xIn” xdx
1 X 1
1 e
= {— In? x]
3 1
1
3
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Section VII e Intégration par parties

In2
Calculons / e dr.
0

In2 In2 1 /
/ dr = / (—eZI) dr
0 0 2

mntégmtion par parties

Soient u et v deux fonctions dérivables sur I'intervalle [a, b], tels que u’ et V' sont continue sur [a,b]. On a:

(w) (x) = o' (x) x v(x) +u(x) <V (x)
W (x) xv(x) = () (x)—ux) xV(x)

I I Il
RN =N =
S * Né»—k
=3
= 5 N
| \S] | IS |
pi— TR
| =

Donc :
b

/a ’ () x v de = [(a) (9] — / u(x) x v/ (x) dx

Soient u et v deux fonctions dérivables a dérivées continues sur un intervalle [a;b]. Alors :

Z
©)
]
[
<
&~
@)
=
[
4
[

/ab u' (x)v(x) dx = [u(x)v(x)]2 — /abu(x)v'(x)dx

. cette formule est dite formule d’intégration par partie )

' Exemple

T
Calculons I’intégrale suivante / = / xsinxdx, par parties.
0

1.CHAPTER 1

Posons : w(x) = sinx Alors ul(x) e
v(x) =x V(x)=1
On a u et v sont dérivables sur [0, 7] et u’ et V' sont continues sur [0, 7].
T T
Alors : [ = / xsinxdx = [—xcosx]; —/ —cosxdx = [—xcosx|j — [—sinx]j =7
0 0
In2

Calculons ’intégrale suivante J = / (x— 1) e*dx, par parties.
1
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Section VII e Intégration par parties

. u'(x)=¢" u(x) =é*
Posons : {v () =x—1 Alors {v

Ona: /ln2 (x—1)etdx = [(x— )" — /llnzede (= 1) e — ]2 = 2(In2 — 1)

1
(2—e)=2In2—4+e

1
Calculons I’intégrale suivante K = / In (x4 1) dx, par parties.
0

() = 1 ulx) =x+1
Posons : {u (x) Alors 1

v(x) =In(x+1) V(x) = ]
X

(Remarque : le choix x+— x+ 1 fonction primitive de x +— 1 est importante pour simpli-

fier les calcules)

Ona: /Olln(x—l— 1)dx— [(x—l—l)ln(x—{—l)](l)—/ol ldv = [+ Din(4 D] = W) =212 -1

Application

Calculer les intégrales suivantes en utilisons une intégration par parties :
% In2
I:/ xcos (2x) dx 6 Nz/0 xe" dx
0
e e
J:/ (2x—1)In(x) dx 0= [ In’(x)dx
1
—1 In3
Hx- [ st Bbr-—| xE+er)ar
0 0

3 i
L:/ len(x)dx ﬂ S:/O x% cosxdx
1
e i X
= i 7 = ——dx
M /1 In(x) dx 10 /0 o2l
l’intégration‘ﬂ changeﬂnt de variable :
T Clnéoreme)

Soient g une fonction dérivable sur |a,b] et f une fonction continue sur g ([a,b]), on a:

Z
©)
]
[
<
&~
@)
=
[
4
[
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[dwxron@as= [ s ar
a 8(

a

cette propriété est dite propriété du changement de variable.
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Section VIII @ Applications du calcul intégral

' Exemple

V3
Calculons I’intégrale suivante : [ = / ——dx
1

2
2:4t _1.

1 1
Posonst = —,etona:dt = ——dxetd—x
X x2
3
Sileonatzletsix:\/gonatzg
Donc

~
[ ,
'\ &1 —
5 !
| ~ \S)
[\S]
QU
~

mpplicutions du calcul intégral

. 9%

Calcule des aires

Soit (O;?; f) un repere orthogonal du plan.

Z
=
o]
e
<
&~
&)
=
)
4
[eam

L’unité d’aire , que I’on note u.a, est I’aire de rectangle OIKJ.

y

A

J]

1.CHAPTER 1

9
&
Y
=

T

J
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Section VIII @ Applications du calcul intégral

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b] de courbe représentative (‘ff) dans un repere

rd

orthogonal (0;?’; ])

L’aire <7, exprimée en unité d’aire, du domaine situé entre la courbe (%”f), I’axe des abscisses et
les droites d’équations x = a et x = b, est égale a ’intégrale de aa b de f.On a:

[ 176 ax = (wa)

— 4

> — > X
o 7 ¢4 b -
Figure 1 :|cas d’une fonction positive o
=
<
&
&)
E
| J z
[

Dans la figure 1 on a f est continue et positive sur I’intervalle [a;b], alors :

dz/bf(x)dxxu.a

1.CHAPTER 1

Dans la figure 2 on a f est continue et négative sur 'intervalle [a;b], alors :
b
d:/ —f(x)dx X u.a
a

Il existe un troisieéme cas si la fonction f change le singe dans I'intervalle [a; b] comme le montre la
figure ci-dessous :
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Section VIII @ Applications du calcul intégral

Q
~.ly

e e e

—
X
SN—"
> <
=
Q
=
Sy

On a f est continue et change de signe sur I'intervalle [a;b], telle qu’elle est positive sur ’inter-

valle [a;c] et négative sur I'intervalle [c;b] et donc ’aire du domaine délimité par (%), I’axe des 5
abscisses et les droites déquation x = a et x = b est : 5

&

c b \U

([ smacs [[-5t) wa :

a c Z

[

E -
' xemple >
=

h, . s . 2 3

On considere dans le plan rapporter au repere orthogonal (0, i ] ) la fonction f(x) = p tel E
@)

-

_>
que H i H =2cm et H?H = lcm.

Calculons I'aire du domaine délimité par (Cﬁf), I’axe des abscisses et les droites déquation
x=1etx=4qu on note .
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Section VIII @ Applications du calcul intégral

o = </14|f(x)|dx>u.a
[rwie = [

x
4gdx
1 X
21n (x)]]
41n2
41n2 x 1 x 2 cm?

= 8In2 cm?

dx

o

On considere dans le plan rapporter au repere orthonormé (0; ?; 7) la fonction f(x) =1—¢*

el que [ 7] = [ 7] = 20m-

Calculons I'aire du domaine délimité par (Cgf), I’axe des abscisses et les droites déquation
x=In2etx=1n4 qu’on note 7.

o = < /:;4|f(x)|dx) wa

In4 In4
| lr@lar = [ ji—ea

n2 n2
In4
= e —1dx (carVx e [In2,ln4], 1 —¢' <0) z
In2 9
R =
= 2—-In2 g
o = (2—1In2) x2x2cm? =
8—41n2 cm? 0
—
=
=
e
A
<
=
@)
—
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Section VIII @ Applications du calcul intégral

On note .«7 I’aire du domaine délimité par la courbe représentative de la fonction f, la courbe représenta-
tive de la fonction g et les deux droites d’équations x =aetx=b,on a:

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalles [a; D).
L’aire o7, exprimée en unité d’aire, du domaine délimité par la courbe représentative de la fonction
f, la courbe représentative de la fonction g et les deux droites d’équations x = a et x = b est égale
a:
b
[ 156 =gl dr = o (wa)
a
y
A
p— p— b
— -4 | |
J . .
— . : D,
— 0 l—'» a c b <
]
]
]
Z
=
]
e
=
. J K
=
=
4
[

b
o = [ 1) =) ax
= i+

c b
- /a|f(x)—g(x)|dx+/c |/ (x) —g(x)| dx
_ /acf(x)—g(x)dx-l—/cbg(x)_f(x)dx

v
=
=
[
A
<
==
=
v

l Exemple

1
Soient f et g deux fonctions définie par : f(x) =x— 1+ = g(x) =x—1et (€f) et (€)
x

leurs courbe représentatives dans un repere orthogonal (0,?,;) tel que ”;H = ”f” = lcm.

1
Calculons </ I’aire du domaine limité par (), (¢;) et les deux droites d’équations x = — et

e
x=e:
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Section VIII @ Applications du calcul intégral

) 1
On a f et g sont continues sur {—,e} , donc :
e

-( J 1700 —t0) ) wa

S -gwlar = [112F

J
/1 In
I

1
nxdx

/e lnx

xdx
1 1 U
—1 1
> n x}l%—[z n xL

o = lem®

Le plan rapporté au repere orthogonale (0;?; f) tel que H;H N

“Tetg(x)=eN
Calculons &7 1’aire du domaine limité par la courbe de f, la courbe de g et les deux droites
d’équations x =0etx =1In2 .

On a f et g sont continues sur [0,In2], donc :

o = ([ 150 - el )

On considere les deux fonctions f et g définie par: f(x) =

e g 808 80
]
I

In2 Z
x)—g(x)|dx = / =)

[ 1) | :
2 D =

:/ ex-l-l 2

-

Z

[lami

In2
_ 2/ (e*4+1) &
0 X+ 1

[In (" + 1]
2(In3 —In2)

o = 21n<%)><6cm2

3
121n (5) cm?

1.CHAPTER 1

Chl de volume

. . . - 7.7 — -
Tout ce qui suit I’espace est muni d’un repere orthogonal (O; i ;?;k) etu.y = H i H X H?H X H k H est
I’unité du volume.
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Section VIII @ Applications du calcul intégral

T (Tt

Soit (X) le solide délimité par les plans paralleles d’équation z =a et z = b et ¥ son volume.
Si pour tout 7 € [a,b], I'intersection de (X) avec le plan d’équation z = ¢ posséde une aire
S(t) ou S est une fonction continue sur [a,b], Alors le volume ¥ du solide est donné par la
formule : ¥ (Z) = [ S(t)dr

' Exemple

Calcul du volume d’une boule de rayon R.

Soit B une boule de centre O et de rayon R.

Pour tout 7 € [—R, R] I'intersection de B avec le plan d’équation z = ¢ est un disque de rayon v R? — 2.
Cette intersection posséde une aire S(t) = m(R? —12) ? S est une fonction continue sur [—R, R]. Donc
on peut appliquer le théoreme président et on obtient alors,

R

V(AB) = /RSSt)dt

= /R 7w (R?—1%) dt

—R

J

Propriété

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b].
Le volume V du solide de révolution engendré par la rotation de (‘Kf) autour de I’axe des abscisses
sur [a; b], exprimé en unité de volume, est égale a :

Z
©)
]
[
<
&~
@)
=
[
4
[

V:nlﬁﬂmfwwv

1.CHAPTER 1
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Section VIII @ Applications du calcul intégral

' Exemple

Soit f la fonction définie par : f(x) = sinxy/cosx, et (‘ff) sa courbe représentative dans un repere
orthonormé (0;?; f) tel que H;H =2cm.

Calculons le volume du solide de révolution engendré par la rotation de (%f) autour de 1’axe des
abscisses dans ’intervalle [0; %] :

bt
~.
> > <
Q
~.ly
A 4
=

v — Jt/i(f(x))zdxu.v
0

% 2 g . 2 %
(f(x))"dx = (sinxy/cosx)” dx =

0 0
<
2 .9 &
p— / cosxsin” xdx &
0 =
z Z
= /7 (sinx)’sin? xdx =
0 -
1 z :4
= gsin?’x] =
0 =
1 . ;7 3 o=
§s1n ———=sin"0 &)
-

I
WQWI—= —~ /1

Vo= o] e
8w 4
= —m
3
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Section IX @ Somme de Riemann

mSomme de Riemann

=D

Soit f une fonction continue sur [a,b].
b—a" b—a
Y flatk——)etS, =
- n

b
Les deux suites (sy,), et (S,), sont convergente en une limite commune / f(x)dx.
a

' Exemple

b—a & b—a
- Zf<a+k p )

k=1

pour touts n € N*, on pose : s, =

1 1
Il Déterminer la limite du suite (u« « définie par : u, = —— + Y et
H (1 )nens P = 1 T2 2n
Calculer les limites suivantes :
n—1
lim n
oo 2112
n—e =in +k
n \/I_C
B 1lim Y —
n—rte = n\/ﬁ
"k
o lim —
B lim )
k=1
g r4
=
)
e
<
=~
&}
=
=
Z
[
-
&
=
o
=%
<
=
<
-
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