Calcul intégrale

n Intégral dune fonction continue sur un segment

Déterminer une fonction primitive de la fonction f dans les cas suivants :
— 5,2 —R- 1
fx) =5 et I=R; f) =22 et 100,40,
X
Bl ()= —a— et I=]l e "
x) = e =]1,+4o0[; = -
m f(x) 5 et I=R.

On considere les fonctions suivantes :

1 1
f(X):X—l-l 0 F(x):ixz_i_x_l : G(X):Exz—i—x—i—?,,

Vérifier que F et G sont deux fonctions primitives de f.
Calculer F(2) — F(0) et G(2) — G(0). Que peut-on déduire ?
On remarque que la valeur 4 ne dépend pas du choix de la fonction primitive.

Le nombre réel F(2) — F(0) s’appelle P’intégral de la fonction f de 0 a 2 et on le note :

/Ozf(x)dx:F(Z)—F(O).
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D Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle 7, a et b deux réels de 1.

Le nombre F(b) — F(a), ou F est une primitive de f, est appelé 1’intégrale de la fonction f

deaab, etonlenote/ f(x)dx. Onécritalors:/bf(x)dx: [F(x)}Z:F(b)—F(a).

a

[ Remarque

o | f f(x)dx se lit « somme de f(x)dx de a a b » ou « intégrale de f(x)dx de a a

b » . Les nombres a et b s’appellent les bornes de cette intégrale.

e Dans I’écriture [ f f(x)dx, la lettre x peut étre remplacée par un autre lettre.
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. Ainsi,on a :

' Exemple

Calculer I'intégrale : .# = /
1

i)
In(x)

Soit f la fonction définie sur / = R* par: f(x) =
X

1
On remarque que pour tout x > 0 : f(x) = u/(x)u(x) avec u/(x) = — et u(x) = In(x), alors la
x
1
fonction F définie sur / = R par: F(x) = 5 In?(x) est une primitive de f sur RY.

Par suite
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2| Calculer I'intégrale : = / dr
2] grale: f = | =
1
On considere la fonction g telle que : g(7) = our tout ¢ dans | — 3; +oo|.
g telle que : g(z) Ve ] [

1
On peut écrire la fonction g sous forme g(r) =V/(r)(v(z)) 2 avec v(r) = (3+1) et V(1) = 1,

alors la fonction G: t — 2(3 + t)% est une primitive de g sur | — 3;+-oo].

/01\/31_+tdt= [2(3+t)

Par suite

o=
[SIE

1
} —2(3+1)2 —2(3+0)2;
0

CALCUL INTEGRALE

L1
d’ou =/
4 0 V3+t

Application

Calculer les intégrales suivantes :

dt =4 —2/3.

1.CHAPTER 1

4 1 4
2 X 1 X
> B_/2 X dx E= 1 3x)dx
=) rri > —/0 —cos(3x)
2 x+1 1
C= _— F = 1)*dx
> /o xX24+2x+2 g 0 (x+1)
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1
>G:/O exij_xldx > I /4cosx—smx)dx

A cos(x) + sin(x)
1
> H= [ 4,
1 X

Propriété

Soit f une fonction continue sur un intervalle /, et a et b deux réels de 1. Alors :
Ji flx)dx =
b
Ji Fx)dx = — [ £(x) dx

Preuve
Ona: [; f(x)dx=F(a)—F(a) =0.
Ona: [} f(x)dx=F(b) = F(a) = —(F(a) = F (b)) = — fi f(x)dx

m Relation de Chasles - linéarité

v
Relation de Chasles v

Propriété

CALCUL INTEGRALE

Soit f une fonction continue sur un intervalle /; a, b et ¢ trois réels de 1.

[ rwa= [ @ [ rean

1.CHAPTER 1

— Preuve

Soit F une fonction primitive de f sur /, on a :

/abf(x)dsz(b)—F(a)
— (F(c)=F(a)) + (F(b) = F(c))

b

a[ﬂwm+ F(x) dx.
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' Exemple

2
Considérons I'intégrale .# = / |x2 (x—1)|dx. Le tableau de signe de I’expression x*(x — 1) sur
0

[0;2] est:

X 0 1 2

¥ (x—1) 0 - 0 +

En utilisant la relation de Chasles, on obtient :

Ji/:/ol |x2(x—1)|dx+/12|x2(x—1)|dx=/01—x2(x—1)dx+/12x2(x—1)dx,

1 1.1 1 1 .12 1 4 1 3 3
d’\ — __4 _3 _4__3 — _ A E :—.A. 1 = —.
ou { 4x —|—3x L—F [4x 3x 1 B 0)+ 3 B 5 insi ¢ 5

Application

Calculer les intégrales suivantes :

1 e
-1 1 X @
=
Dans la figure ci-contre (&%) est la courbe sur [—4,4] e
2 =
représentative de la fonction f définie sur m Calculer : / | £ (x) — x|dx =
) —
[—4,4] par f(x) = x> —2 et (A) la droite =
; A Q
d’équation y = x dans le repere orthonormé fn
- 7 @)

(0;i,7)

v
Résoudre géométriquement 1’équa- 5
[
tion : >
o
f®)=x S

m Résoudre géométriquement les in-

équations suivantes : f(x) > x et
flx) <x
Dresser le tableau de signe de f(x) —x
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Linéarité

Propriété

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle /. Pour tout (a,b) € I>etpourtout A €R:

/ab(f(x)—i-g(x))dx / dx—i—/ Ndx et //lf )dx — A/

— Preuve
Soit F une primitive de f sur I et G celle de g sur /. On sait que F + G est une primitive de f+ g

et AF est une primitive de A f. Il s’ensuit que :

/ab(f( () dx = (F+G)(b) — (F+6)(a)

(@) + (G(b) = G(a))

= (F(b
- / F(x) dx+ / g(x) dx

/abz.f(x)dx = AF(b) — AF(a) = A(F(b) — F(a)) = A ) de

a

D’ou le résultat.

' Exemple

2n 2n
On considere les intégrales suivantes : / cos?(x)dx et / sin®(x) dx
0 0

Calculer A+ B et A —B.
Ona:

2r 2r
A+B= / cos?(x) dx+ / sin®(x) dx
0 0

— / ” (cos?(x) + sin?(x)) dx

0

21
:/ | dx
0

=2,

CALCUL INTEGRALE
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En déduire A et B.

D’apres la question [J] on en déduit le systeme suivant :

A+B=2x 2A =21
donc dou A=B=m.
A—B=0 A=B
' Exemple
Vite 12y
Calcule I'intégrale : . = dx.Ona:
Va2 ox2=1

V1+e

Vite Vite (2 1V
zfz/‘ 6x 2 m:s/ O g6 1]
V2 x2—1 V2 x2—1 V2

Application
Vérifier que pour tout x €] — 1;1] :

2 1 1

2—1 x—1 x+1°

1

12
En déduire la valeur de I'intégrale / ’ 3 .
0o x*—1

=1In(e) —In(1) = 1.

CALCUL INTEGRALE
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m Intégral et ordre - valeur moyenne

Positivité et croissance

Propriété

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle /.a et b deux réels de I tels que b > a.
Si f est positive sur [a, b], alors : ff f(x)dx > 0.

Si f(x) > g(x) pour tout x € [a,b], alors : f:f(xdx > ffg(x) dx.

— Preuve
Soit F une primitive de f sur [a,b].

La fonction F est croissante sur [a,b] car sa dérivée f est positive sur [a,b]. D’ol :

b>a = F(b) > F(a)

— F(b)—F(a) >0

:/ x)dx > 0.

Ona: f > g, ondéduit f —g > 0sur |a,b], d ol f (f—g)(x)dx>0;en utilisant la linéarité
de ’intégration, |[ f flx)dx— ff g(x)dx >0, donc :

/ ’ e > / gl

CALCUL INTEGRALE

' Exemple

1
Déterminer sans calcul le signe de / (e*"2 +x%) dx.
-1

)
ex

1.CHAPTER 1

et x2 sont toutes deux positives sur [—1; 1] donc puisque —1 < 1, donc :

1
/ (e_x2 +x2) dx > 0.

-1

Application

Déterminer sans calcul le signe de chacune des intégrales suivantes :

1 o
I= / e'In(x)dx ; J= / sin® (x) dx
3 b2
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Comparer les intégrales K et L (sans calculer I’intégral) :

Valeur moyenne

Si f est une fonction continue sur un intervalle /; a et b sont deux réels distincts de 1’intervalle 1.

b
Alors il existe un réel ¢ entre a et b tel que / fx)dx=(b—a)f(c).

a

b
Le nombre / f(x)dx est appelé valeur moyenne de f entre a et b.
—a a
\_ J

' Exemple
&

1 3
La valeur moyenne sur [ 0 ; 1 ] de la fonction carré est : g = / X dx = {%} =73
0 1

m Intégration par parties

K
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle et u’ et v/ sont continue sur /. Alors pour 5
tousréelsaetb del : é
Z
b , [ B
/ u(x).v' (x) dx = [u(x).v(x)], —/ ' (x).v(x) dx =
a a
5
5 Cette formule est appelée la formule de I’intégration par parties. )
— Preuve

La démonstration du théoreme découle directement de la regle du produit :

1.CHAPTER 1

(uv) =uv+uw

donc,

w' = (uw) —u'v.

u, v, u', V' sont continues, donc uv, u'v et uv' sont continues aussi.
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Par linéarité de I'intégrale :

' Exemple

On veut calculer I’intégrale [ 13 xe*dx. On pose :

W(x)=e"=ulx)=¢€

vix)=x=V(x)=1
Ce qui permet de calculer I'intégrale :

[P exdx = [¢x]; — [P e 1dx = [ex]; — [P e - 1dx = [x]} — [[ e¥dx = [e"x]] —[¢]]
=[x — e} =36 — &3

On dit que I’on a fait une intégration par partie pour calculer cette intégrale.

En utilisant une intégration par parties, calcules les intégrales suivantes :
fol ce’*dx;
Jor xsin(x) dx;
Ji In(x) dx.
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n Calculs d’aires - calculs de volumes

Calculs d’aﬁs R

On suppose que le plan est rapporté a un repere orthogonal (0;?; D

On appelle unité d’aire (notée u.a) ’aire du rectangle OIMJ ou I, J et M sont les points définis par :
— — —) — -

Ol—=7,0]=jetOM=7+].

L’unité d’aire est : u.a = ||7H X Hf”
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Calculs d’aires géométrique

Soit f une fonction continue sur un segment [a;b] et (¢7) sa courbe et &7 I’aire de domaine limité par

(€r), I’axe des abscisses et les droites d’équations (A1): x=aet (Ay): x=b:

b
e Si f est positive sur [a;b], alors o/ = / f(x)dx xu.a.
a

b
e Si f est négative sur [a;b], alors : &7 = / —f(x)dx xu.a.
a
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e Si f change de signe sur [a;b]; par exemple il existe ¢ dans [a;b] tel que f est positive sur [a;c] et

négative sur [c;b], alors :

szz/acf(x)dx—l—/cb—f(x)dxxu.az/ac‘f(x)‘dx—k/cb{f(x)‘dxxu.a
:/ab‘f(x)‘dxxu.a

Propriété
Soit f une fonction continue sur un segment |a;b] et (€r) sa courbe représentative dans un repere
orthogonal.

L aire du domaine &7 délimité par (¢), ’axe des abscisses et les droites d’équations (A): x =a

et (Ay): x=bestégalea o/ = ff|f(x)|dx>< u.a.
. J

[ Remarque

b
e Le nombre positif / | f (x)| dx est appelé 1’aire géométrique .
a

b
e Le nombre positif / f(x)dx est appelé I’aire algébrique.
a

' Exemple 3
=

Dans la figure ci-contre () est la courbe re- 2
présentative de la fonction f définie sur [—4,4] E
par f(x) = x> +x — 2 dans le repére orthonormé g
(0:7,7). =
Q

D’apres la figure ci-contre on a :

(€) est en dessous de ’axe des abscisses sur

'intervalle [—2, 1]
Donc Vx € [-2,1]ona: f(x) <0

1.CHAPTER 1

Comme (%) est en dessus de ’axe des abs-
cisses sur I'intervalle [1,2]

Donc Vx € [1,2] ona: f(x) >0

Alors la surface du domaine limité par la courbe (%) et les axes des équations y = 0; x = —2 et

x=72est:



http://www.steinmaths.com

Section V e Calculs d’aires - calculs de volumes ‘ ‘ Q

Application

Le plan est rapporté a un repere orthonormé. Calculer I’aire du domaine plan définie par la courbe

(€r) de la fonction f — In(x+3), 1" axe des abscisses et les droites d’équations x = —2 et x = 1.

Calculs d’aires délimité par deux courbes

Soit f et g deux fonctions continues sur un segment [a; b}, et &7 le domaine délimité par (¢), (%) et les

droites d’équations (A}): x=aet (Ay): x=b:

e Si0< f<g, alors'airede Aest: o = .o/ (g) — A (f).
b b b b
o = [ g [ dr= [ (e~ () dr= [ |e) ~ f(0)|dx wa
a a a a
e Si f < g quelques soit les signes des f et g, alors de méme maniere on trouve que 1’aire .7 est :
b
4272/ |g(x) = f(x)|dx wa
a

Propriété
Soit f et g deux fonctions continues sur un segment [a;b]. Soit (¢7) et (¢;) les courbes représen-
tatives de f et g.
Soit A le domaine délimité par (67), (€,) et les droites d’équations x = a et x = b. Alors :

L aire &7 est :

,sz/ab‘f(x)—g(xﬂdx u.a.

CALCUL INTEGRALE

1.CHAPTER 1
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Calculs de volumes
On suppose que I’espace est rapporté a un repere orthonormé (O;?; f'; %)
On appelle unités de volume (notée u.v) le volume du cube OIMJKABC ou I, M,J, K, A, B, C sont les
points définis par : 5>I =1, O_J} =] 0? =k, 0—]\>4 =i+ et 5§ :?4—]"4—7&,

Les unités de volume est : u.v = ||ﬂ| X ||f|| X ||7$||

Volume dun solide
Soit () un solide limité par deux plans paralleles au plan (O;17; j) :
e Le plan d’équation z = a.
e Le plan d’équation z = b.

Si S(t) est I’aire de Iintersection du solide (S) avec tout plan parallele a (O;i; /) de cote 7, alors le

volume de ce solide est (en unités de volume) :

CALCUL INTEGRALE

Espace

1.CHAPTER 1

[ﬂ Volume dun solide engendré par la rotation dune courbe

Soit f une fonction continue sur [a,b] (a < b), et (¢r) la courbe représentative dans le repere

(0;1; )

Le volume du solide engendré par la rotation de la courbe (¢r) autour de laxe des abscisses un tour
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complet est donné par (en unités de volume) :

%:n/ab (f(1)) dx.

' Exemple

Lespace est muni dun repére orthonormé (0;7; j:k), tel que |[i]| = ||j]| = |[k]| = 1 cm.

On considere la fonction f(x) = x+3 sur [1;3] (%) sa courbe représentative dans le repére (O;1; j).

On construit Le solide de révolution obtenu par la rotation de la courbe (¢) de la fonction f

sur [1;3] autour de laxe des abscisse de 360°.

On calcule V' le volume du solide de révolution obtenu : On a :
b 2 2 =2 =
v=r [ (F0) e 7)< IR

3 2
v:n/ (x+3) "dxem®
1

3
v=n / (543’ (x + 3)2dxem’
1

V=r [%(x—i— 3)°] i’cm3

Application

Le plan est rapporté a un repere orthonormé. Calculer le volume du solide engendrée par rotation de

CALCUL INTEGRALE

courbe de (¢) de la fonction définie par f(x) = x/x un tour complet autour I’axe des abscisses sur

[1;3].

1.CHAPTER 1



http://www.steinmaths.com

	Calcul intégrale
	Intégral d’une fonction continue sur un segment
	Relation de Chasles - linéarité
	Relation de Chasles
	Linéarité

	Intégral et ordre - valeur moyenne
	Positivité et croissance
	Valeur moyenne

	Intégration par parties
	Calculs d'aires - calculs de volumes
	Calculs d'aires
	Calculs d'aires géométrique
	Calculs d'aires délimité par deux courbes

	Calculs de volumes
	Volume d’un solide
	Volume d’un solide engendré par la rotation d’une courbe






