n Fonction exponentielle népérienne

Définition et propriétés

On considere la fonction f définie sur |0, +oo[ par : f(x) = In(x)
Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque f~! (notée exp) définie sur R .
En déduire que Vx € R; exp(x) > 0
BN Calculer In(exp(1)); In(exp(—3)) et expln(1).
) Déduire exp(0) et exp(1)
Construire les courbes (Cin) et (Cexp ) dans un méme repere orthonormé (0,1, 7).

¥ Déterminer géométriquement lim x+-co + coexp(x) et limx—oo + coexp(x).

D Définition

La fonction réciproque de la fonction x — In(x) est appelée fonction exponentielle népérienne
et on la note par exp, définie sur R a valeur dans |0, +oo].

Vx € R); (In(exp(x))) = x

Vx €]0,40); (exp(In(x))) = x

Vx €]0,+eo[) (Vy € R); (In(x) =y < x=exp(y)) =x
Vx €R); exp(x) >0

exp(0)=1letexp(l)=e
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Propriété

La fonction x — In(x) est strictement croissante sur 0, 40|
Donc la fonction x — exp(x) est strictement sur R

Les Fonctions Exponentielles

> (VxeR) (VyeR); exp(x)
> (VxeR) (VyeR); exp(x) <exp(y) < x<y

Application
Résolvons dans R :

Chapitre :
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(Ey) : exp(x+2) = exp(x* — 2x) (E2) :In(x*+x—1) =3
(I) : exp(x +2) < exp(x* —2x) (L) :In(¥*+x—1)>3

Ecriture : ¢*

Propriété

(Vx e R)(Vr e Q) exp(rx) = (exp(x))"

Preuve
va eR)(VreQ) In((exp(x))") =rIn(exp(x)) = rx = In(exp(rx))

Conséquence )

> (VreQ) exp(rx1)=(exp(1)) =¢"
» On peut prolonger la propriété précédente AR : (Vx € R) exp(x) = (exp(1)) = ¢€*

Propriétés algébriques de la fonction exponenhﬁérienne

wn

:
=

La fonction x — €* est continue est strictement croissante sur R on a : =

V4

=

(V(a,b) eR?) ;e =€’ < a=b (Vx e R);In(e*) =x 2
(V(a,b) eR?) ;e > e < a>b (Vx € R );e"™) = x &

=

_ (Vx e RE])(Vy € R);e¥ =x < y=In(x) y %
Application E
Résoudre dans R les équations et les inéquations suivantes : %

=

(') =342 =0 (¢')* —3e*+2 <0 %

it

2_
ex Y Eel—x:ex—x2

(e 42) (e —4) >0
el=% = ¥ (e)? —3e*+2<0

Propriété caractéristique : | (V(x,y) € R?);e"™ =¢*- ¢’
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Pour tout xetyde Retrde Qona:

> e = V=6 | > (&) =e™

& |
\_ ex
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Section I @ Fonction exponentielle népérienne
Application
Simplifier les expressions :

A= () x4 [ B=2xg

C=e* ((ex - e_x)2 + (e — e_x)z)
Résoudre dans R :

(E): e +6e*—5=0 (h) : S > ™12
B &) (@) <=5

Limites usuelles & |

: X 1 —
xl_l)IEwe = +oo xl_l)t{lcox"ex =0 (neN)
Bl tim ¢ =0 lim L
& x—0 X
¢ lim — =+« (n€eN)
\_ X—>—oo xT )

wn
=
er er -
lim x> —¢*= lim x*(1—— | =+4e Car: lim - =0 =
X—>+oo X—>+oo x2 X—+oox2 E
=
: 2x : 1 ; 1 2x 2 E
lim e —e¢*+1= limée*|e'—1+— ) =4 Car: lim —=0ete™ = () 2
X—>—+too X—>—o00 ex x_>+°°ex o
=¥
1 A
e +1 oX 1
lim & — fim =€ =1  Car: lim —=0 »
X—Foo ¥ — x—deo l x—+oo e %
5
ettt 2y ) z
lim———— = lim X =2 o
x—=l X2 —x x—1 X2 +x—2 X2 —x =
ex2+x—2 -1 e — %
Car:limz—zlim :1(onposet:x2+x—2sixl—>1onat|—>0) NS
x_él xX*+x—2 1=0
-2 2 —1
et lim T2y FHDx= ), -
=1 x2—x x—1 x(x—l) &~
=
=¥
Application é
Calculer les limites suivantes : <
-
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> O

Dérivée de la fonction x — ¢*

Propriété

Soit u la fonction définie sur R par u(x) = €*.
La fonction u est dérivable sur Retona: (Vx € R) u'(x) = ¢* pour tout x de R.

— Preuve

On considere la fonction f définie sur |0, +oo[ par : f(x) = In(x)
£~ 1a fonction réciproque de la fonction f (f~!(x) = &)
f~lest dérivable sur R et on a :

/ 1
(vxeR) (1) (x) = =)
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Application

Calculer la dérivée de la fonction f dans chacun des cas suivants :
flx) =2x+e
fa)y=e
flx) = (@+1)%e
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Propriété

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle / alors la fonction f : x — e“%) est dérivable sur I
estona: (Vx €1); f(x) =/ (x) - e*™)

| Exemple

Déterminons la fonction dérivée de la fonction f définie par f(x) = e*

1.CHAPTER 1

—2In(x+1)
Déterminons D I’ensemble de définition de la fonction f
Dy =] —1,4oo[ (évident)

Comme la fonction u : x — x — 2In(x+ 1) est dérivable sur | — 1, +oo[ (la somme de deux fonctions
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dérivable), alors la fonction f est dérivable sur | — 1, 4o eton a :

(¥ €] = 1,4+<0])
£1(0) = (x)e"

— (1= 2 ex—21n(x+1)
x+1

(x _ l)ex—Zln(x-H)
x+1

Propriété

Soit u est une fonction dérivable sur un intervalle 1.

L’ensemble des fonctions primitives de la fonction x — u(x) - e“() est x - e“®) + ¢ avec ¢ € R.
\

Application

Déterminer 1’ensemble des fonctions primitive de la fonction f définie par f(x) = (x2 + 1) ¥ 3

A W 4

Etude et représentation graphique :

D’apres la définition de la fonction x — In(x) on peut conclure que :

La fonction x — In(x) est continue et strictement croissante sur R
> lime* =0

X——o0
Donc la courbe de la fonction x — ¢* ad- X —oo 0 40
met une asymptote horizontale d’équa-

tion "y = 0" oo

er
» lim ¢ = +oet lim — = +o Donc la o~

X—>+too X—+too X

courbe de la fonction x — ¢* admet une

branche parabolique vers 1’axe des or- 0
données au voisinage de +oo

\ La courbe de la fonction x — " [
b g A
r z z 6 z z g g
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(T) : y=x+1 est une droite tangente a la
courbe (Cer) en A(0,1)
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m Exponentielle de base «

Définition et résultats

Propriété

Soit a un réel strictement positif.

La fonction log, étant continue et strictement monotone sur |0, +oo[ , elle admet donc une fonction
réciproque de R = log (]0, +oo[) vers |0, +oo].
Cette fonction réciproque s’appelle fonction exponentielle de base a, se note exp,

'Résultats immédiats : |
Soit > 0 etaa # 1

» La fonction exp, est définie sur R

(Vx € R); exp,(x) >0

(Vo € R)(Vy €]0, +oo[) s exp, (x) =y & x = log,(y)
(Vx € R); log,(expy(x)) = x
(

>
>
>
> (Vx €]0,+o0) exp,(log,(x)) = x

Ecriture ¢*n(@)

Propriété

Soita>0eta#1;ona: (YxeR);exp,)(x) =M@

Preuve

Posons : y = exp(x) on a donc y > 0 et x = log,(y) = % D’ou : In(y) = xIn(a) ; finalement

y = ¢4 &0 la propriété

Propriété
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La fonction x — exp, est dérivable sur R et (Vx € R) ona: (exp(x))’ = In(a)e*™"(@

-lonotM représentation

Soit a un réel strictement positif et différents de 1

On considere la fonction f, définie sur |0, +oo[ par : f,(x) = exp,(x) =e
La fonction f,est dérivable sur R Donc (Vx € R); f(x) = In(a)e*™(@)
Donc le signe de f%(x) est le signe de In(a) car : (Vx € R); ¢*™(@) > 0
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xIn(a)

Cours http://www.steinmaths.com 2023-2024


http://www.steinmaths.com

Section IT @ Exponentielle de base a

Sia €]0,1[ alors In(a) <0
Donc (Vx € R); f1(x) <0,
Alors f, est strictement décroissante sur R

Sia €]1,+eo alors In(a) > 0
Donc (Vx € R); f/(x) >0,
Alors f est strictement croissante
sur R

x| —eo 0 +oo

x| —eo 0 oo

~+oo

Soita>0eta#1;ona:

> (V(x,y) € R?); exp, (x+y) = exp,(x) X exp,(y)
> (Vx €R); exp,(—x) = —

exp,(x)
2y. h
> (V(x,y) € R%);exp,(x—y) = exp"w
> (Vx e R)(Vr € Q); (exp,(x))" =exp,(rx)
| J
Preuve
utiliser I’écriture ¢*n(@)
S e
4 s puissances réelles
Rappelle
» | Puissance entier |
Soit x un réel et n un entier naturel non nul on a :
FM=xxxx..xx etxX’=1six#0
—_——
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n fois

> \Puissance relatif \
(Vx e R*)(Vn e N*) ;0" = L

X

» | Puissance rationnelle |
(VxeR*)(VreQr);r=12 P = xi

puissances réelles : Notation a*

Soit a un réel strictement positif.
» Sia=1,onpose pourtoutréel x >0:a"* =1
» Sia#1,onpose a* =@

Application

Résoudre dans R I’inéquation : 3* > 9*
Calculer limy_, 4o (%)x
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