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ites des fonct
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- Limites des fonctions

>

Les orientations pédagogiques

Capacités attendues

* On approchera la notion de limite d’une ma-
niere intuitive a partir du ” comportement ~ des
fonctions x — x%, x — /X, X — x°, x — x" et leur
inverse au voisinage de 0 et de 4o et de —oo et
on admettra ces limites;

* On se basera sur les propriétés de 1’ordre dans
R pour calculer les limites de fonctions simples

* On habituera les éleves a lever les indétermina-
tions;

* On se limitera, dans lutilisation de la définition
de la limite, a démontrer quelques propriétés si-
gnalées au programme et dans la résolution de
quelques exercices pour se familiariser tout sim-

plement avec la définition.

* Calculer les limites des fonctions polyndmes,
des fonctions rationnelles et des fonctions irra-
tionnelles ;

* Calculer les limites de fonctions trigonomé-
triques simples en utilisant les limites usuelles ;

* Résoudre des inéquations de type |f(x) —¢| < €
et de type f(x) > A pour montrer que f(x) tend

vers £ dans des situations simples.




Section I @ Limite lorsque x tend vers a € R

u Limite lorsque x tend vers ac R

Cas d’une limite finie / € R

) Définition ‘

On dit que la limite de f(x), lorsque x tend vers a, est £ € R si le nombre f(x) peut étre rendu aussi
proche que I’on veut du réel ¢, pourvu que x soit assez proche du réel a. Précisément '
P_r)rcll fx)=leR<

pour tout € > 0, il existe 0 > 0 tel que pour tout x €Ja — §,a+ 8 on ait f(x) €]¢ —€,¢+€].

Ou: lim f(x) = £ < Ve > 0,35 >0,

X—a

x—a‘ <0 = ‘f(x)—s‘ <.

e g @8 80
4
)

Cas ou la limite est 4o ou —oo
» Définition
On dit que la limite de f(x), lorsque x tend vers a, est +oo si le nombre f(x) peut étre rendu aussi
grand que 1’on veut, pourvu que x soit assez proche du réel a. Précisément :
lim f(x) = 4o &

X—a
pour tout A > 0, il existe § > 0 tel que pour tout x €Ja — §,a+ 8 on ait f(x) €]A, 4.
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Ou : lim f(x) = +e0 4 VA >0, 38 >0, ’x—a‘ <8 = f(x)>A.

lim f(x) = —c0 VA >0, 36 >0, ‘x—a‘ <8 = f(x) < —A.

Cours http://www.steinmaths.com 2023-2024


http://www.steinmaths.com

Section IT @ Limite lorsque x tend vers oo ou —oo

) 4

Interprétation géométrique : Si

}I_I}(II f(x) = 40 ou —oo, on dit que

la courbe représentative de f ad-

met la droite d’équation x = a

ey comme asymptote verticale.

- O

Limites a droite et a gauche

> Définition . Nl A 4
Les limites a droite 1im = lim sont définies en remplagant |a — §,a + d| par |a,a+ J|.
x—at x—a,x>a

Les limites a gauche lim = lim sont définies en remplagant |a — §,a+ 6| par |a — 8, 4.
x—a- x—a.x<a

L’interprétation en terme d’asymptote est identique.

é A
| < = 1
3 S = 5
~
+
8 4

m Limite lorsque x tend vers +~ ou —o

Cas d’une limite finie ¢ ¢ R
P> Définition PR, W

On dit que la limite de f(x), lorsque x tend vers +oo (plus I’infini), est £ € R si le nombre f(x) peut
étre rendu aussi proche que 1’on veut du réel /, pourvu que x soit assez grand. Précisément
x1_1>r£mf(x) =leR&

pour tout € > 0, il existe B > 0 tel que pour tout x €|B, 40| on ait f(x) €]¢ —¢&,{+€].

Ou: lim f(x) =¢<Ve>0,3B>0 | x€]|B,+oo[= f(x) €[l —¢€,0+¢€].

T " x—eo
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y Remarque

On définit de méme lim en remplagant |B, +oo| par | — oo, —B].
X—>—0o
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Section IT @ Limite lorsque x tend vers 4o ou —oo

' Interprétation géomé-
trique.

\ +°°L0rsque XETW flix) =4 eR,
on dit que la courbe repré-

+°fsentative de f admet la droite

f(xfl’équation y = ¢ comme

asymptote horizontale en

\J

Y On définit de facon analogue
I’asymptote horizontale en

—0Q,

_|._
-
A
|
8
A
=
0 .

Cas d’une limite infinie
P> Définition bV 9
On dit que la limite de f(x), lorsque x tend vers oo (plus I’infini), est +co si le nombre f(x) peut

étre grand que I’on veut, pourvu que x soit assez grand. Précisément

lim f(x)=+wcR&

X—>+o0
pour tout A > 0, il existe B > 0 tel que pour tout x €]B, 4o on ait f(x) €]A,+oo|.

Ou: lim f(x)=¢<VYe>0,3B>0 | x€]|B,+oo|= f(x) €|l —¢€,l+¢€].
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X—r+oo
4 A e A
A
O » 00
F(x)
— 0 ) » 00
—o0
Y
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Section III @ Opérations sur les limites

— Exemple
Définir avec précision :
M () = o o
X—r—o0

Hm () = oo

X——00

xg@wf(x) 00 L e

mOpérations sur les limites

Les résultats qui suivent sont valables pour a € RU {—oo, +oo}.

L3 .
Limite d’une somme ¥ 5 9
lim u(x) leR | feR | LER | oo | —oo | 400
X—a
lim u(x) A eRrR ~+o0 —o0 +oo | —oco0 | —o0
Xx—a
limu(x)+v(x) | £+ | 400 | —oo | 400 | —oo | FI
Xx—a W
. . . Z
Limite d’un produit > Wy S
3
lim u(x) (ER [ £>0|£<0|£>0] <0 +oo|+oo|—oo| 0 g
x—a =
lim v(x) 'eR| +oo | 400 | —o0o | —oo | 4oo | —oo | —oo | Foo i
x—a =)
limu(x) x v(x) | £x € | 4o | —oo | —oo | oo | 400 | —oo [ +oo | FI a
X—a =
Limite d’un mlent ' é
limv(x) [£#0 | oo | OF (0, v(x) >0) | 0~ (0, v(x) <0) »
x—a =4
lim— | 4 0 +-o0 —oo =
wav() | =
=
@)
'y Remarque -
» Lorsque la forme indéterminée, (oo — 00500 X (); 8; 2) il faut changer 1’écriture
de la fonction pour lever I’indétermination.
» Pour traiter les limites de quotients | on remarque | = u x %
» Dans le cas de Tlx)’ si la limite de v(x) est nulle, il faut étudier le signe de v(x)
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Section IV e Traiter les formes indéterminées

. pour conclure.

» On n’écrit jamais de calcul faisant intervenir 4-oo0, —oo, 07, 07 ,...

—e Exemple

car lim /x=

X—>+-o0

e Lalimite lim dépend du signe de 2 —x car lim2 —x = 0.
Xx—2x<2 2 —X x—2

x e 2 e . o
Or doncsix<?2,ona2—x>0,dou lim = oo,
2 _x + 0 — x—=2x<22—Xx

»N FH

Limite de fonctions composées

Soient a, b, € RU{+oo, —oo}. Si limu(x) =b et lim v(X) = £ alors lim v(u(x)) = £.

x—a X—b x—a

[ ]
1‘_
—
+
85
><|H
Il

Exemple

1
lim cos (—> =
X—roo X

mTraiter les formes indéterminées

Avant d’utiliser I'une des techniques suivantes, s’ assurer d’avoir simplifié I’expression.

Exemple
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‘mms indéterminées avec des polynomes

D’une maniere générale, factoriser dans 1’expression, ou au numérateur et au dénominateur, le terme qui

semble devoir dominer :
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Section IV e Traiter les formes indéterminées

Exemple

Hm 20 — o o L o
X—>+o0

T T R

X300

La limite d'un polynéme en o0 ou —co est la méme que la limite de son terme de plus haut

degré. De méme, la limite du quotient de deux polynémes en 4o ou —oo est la méme que

Dans le cas d’un polyndme en +oo : s0it P(x) = apx” + Ay 1 X"V . +aix+apun polyndme avec

celle du quotient de leurs termes de plus haut degré.

— OV !

an # 0. Alors pour tout x # 0, on a :

1 1 1
JE— an 1 1 a9 _1 _ = —_— = = i —_— =
P(x) = apx" x (1 e S S @ x,, ——rF o ,,) Or xl_l)I_{loox xl_l)l’_{loo 2 . xl_l)l’_|l_1°° — 0 donc

la limite du facteur entre parentheses est 1.

Par produit on abien : lim P(x) = lim a,x".
X—>—+oo X—> o0

Exemple
M =200 30 — S = e e

X—>+o0

— Exemple

ST SR S S
i T1 m - = m —- = —5 par théoréme.

— Exemple
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La propriété du plus haut degré ne s’applique que pour les limites en +oo ou —oo.
L utilisation de la propriété pour les quotients de deux polyndmes se fait en trois temps :

1. Application de la propriété 2. Simplification 3. Conclusion.

La limite d'un polynéme en 4o ou —co est la méme que la limite de son terme de plus haut

degré. De méme, la limite du quotient de deux polynémes en 4o ou —co est la méme que
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Section IV e Traiter les formes indéterminées

m celle du quotient de leurs termes de plus haut degré. J

Dans le cas d’un polyndme en oo : soit P(x) = a,x" +a, X"~ + ... +ajx+agp un polyndme avec

a, # 0. Alors pour tout x # 0, on a :

1 | 1
P(x):anx”x(1+‘1:’l—;1)1—c+...—|—a—1 ! +g—gxi,,).or lim - = lim — =..= lim — =0 donc

an x"1 Xx—bboo X x—stoo x2 X001t
la limite du facteur entre parentheses est 1.

Par produit on abien : lim P(x) = lim a,x".
X—r o0 X—>+-o00

— Exemple
lim =207 30t = S =
X—>+o0
— Exemple
3—x . =X -1

im = lim — = lim — = —— par théoreme.
e 2xf 1 xee 2% xoriee 2P

—e Exemple

La propriété du plus haut degré ne s’applique que pour les limites en oo ou —oo.
L utilisation de la propriété pour les quotients de deux polyndmes se fait en trois temps :

1. Application de la propriété 2. Simplification 3. Conclusion.

Forme indém et changement de variable

+

Pour les limites en @ € R (ou a™, a~) qui présentent une forme indéterminée du type ?—), il peut étre

opportun de faire un changement de variable en posant x = a + h.
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Exemple

X +x=2
I

x—1 1—x
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Section V @ Théoremes d’encadrement

Forme indéterminée et radicaux : quantité conjuguée

Pour les limites faisant intervenir des radicaux, on peut essayer de multiplier au numérateur et au déno-
minateur par la quantité conjuguée avec comme idée d’utiliser 1’identité remarquable :

a>—b*=(a—b)(a+b):

— Exemple

u Théoréemes d’encadrement

A V 4

i.—
=
=

=
B‘H
|
\S]

|

Théoreme de majoration et de minoration
Soient u et f deux fonctions définies sur un intervalle de la forme [a,+oo|.

i li = 400 ) > i = Jo0
> si xl_l}IJrrlmu(x) +o0 et pour tout x € [a, +oo[, f(x) = u(x), alors xl_l&loo flx)=+

> si xl_l)IJrrlmu(x) et pour tout x € [a,+eo[, f(x) < u(x), alors xl_lg_loo f(x)

e— T —

On prouve le premier point (la démo du second est analogue).

Par définition, XEIEwu(x) = +oo signifie que pour tout A > 0, il existe B > a tel que pour tout
x € [B, oo, on ait u(x) € [A, +oo].

Or pour tout x € [a,+eo[, f(x) > u(x) donc en particulier, pour tout x > B, on a I’inégalité

f(x) = u(x) > A, donc f(x) > A. On a prouvé :

Pour tout A > 0, il existe B > 0 tel que pour tout x € [B,+oo[, on ait f(x) € [A, +oo[, ¢’est-a-dire
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Exemple

XETOOX(COS(X) )
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