Limites des suites numériques

u La fonction Exponentielle Népérien cxp:

Définition et Propriétés :

Montrer que la fonction x — Inx admet une fonction réciproque.

Pour I’instant On note In~! = exp.

a) Montrer que D,,, = R
b) Montrer que (Vx € R)  In(exp(x)) =x etque (Vx€]0;400[) exp(ln(x)) =x.

Montrer que x — exp(x) est continue et strictement croissante sur R.

Montrer que : exp(0) = 1 et exp(1) = e et (Vx € R) exp(x) > 0.

D Définition

La fonction réciproque de la fonction Logarithme Népérien s’appelle la fonction Exponen-
tielle Népérien Noté exp.

7

ériques

y Remarque

> VxeRVyeR} exp(x) =y < x=1In(y)

la fonction x — exp(x) est définie et continue sur R vers R* .

(Vx € R) In(exp(x)) =x et Vx € ]0;+oo] exp(In(x)) = x.
exp(0) =1 exp(1) =el|.

x +— exp(x) est strictement croissante sur R, Donc :

x <y <= exp(x) <exp(y) x=y <= exp(x) =exp(y)

\ )
Application

» Résoudre dans R les équations suivantes :

Chapitre : Limites des suites num

» exp(x+3) = exp(x? —4x+9) > exp(3 a 1) =exp(x+1)
x_
» Résoudre dans R les inéquations suivantes :
» exp(—x+3)+1>2 > exp(2x) —exp(x) —2<0.




Section [ @ La fonction Exponentielle Népérien exp :

La courbe de la fonction Exponentielle Népérien :

Soit G,yp la courbe de la fonction exp :
Montrer que x — exp(x) est dérivable sur R, et Déterminer sa dérivée sur R.

Montrer que xl_1>r£m exp(x) = +oo et xl_lglw exp(x) = 0.

Montrer que %, est convexe sur R. et tracer €.y, par deux méthodes dans un repere ortho-
normé.

Propriété

e La fonction x — exp(x) est dérivable sur R, et Vx € R

e De plus lim exp(x) = +oo et

X—>+oo

La figure ci-dessous donne les représentations graphiques des deux fonctions :

n ‘es prMés de la fonction exp :

Soienta,b e RetreQ
Montrer que exp(a+b) = exp(a) x exp(b).
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1 ) exp(a)
2| Mont —a) = et déduire que —b) = .
]| Montrer que exp(—a) p(@) que exp(a—Db) exp(b)
Montrer que exp(r.a) = [exp(a)].
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Section I @ La fonction Exponentielle Népérien exp :

Déduire que exp(r) = e” (e ~ 2.718 la constante d’Euler).
(Va,b € R) exp(a+Db) = exp(a) x exp(b) ||.
(Va,b € R) exp(a—b) = expla) (Va € R) exp(—a) = !
| exp(b) | exp(a) ||
. J
"
VreQ)exp(r)=é" ||
On admet qu’on peut faire une extension de la derniere relation sur R
| N
— CAD (Vx € R) exp(x) =€*||.
— . J
]
— On peut donc donner une nouvelle écriture pour la fonction Exponentielle Népérien exp : xX— e
wn
[ Remarque %
On peut réécrire les propriétés de la la fonction x — ¢* comme suit : E
> (VxeR) In(e*) =x et Vx € ]0; +oo] ) = g, E
4
e
> |x<y<:>ex<ey| |x:y<:>ex:ey| 2
%
e? : _
> (Va,b€R)|| et =% x e b =— Sire Qe = ()" 2
e
2
2
—
Les li‘@de réfdwe de la fonction x — ¢* :
-
2
o ax =5
Calculer lim ° et Déduire lim avec a € R*. =
x—=0 X x—=0 X ==
o e
Montrer que lim — = +ooetque lim x.e* =0. =
X—roo X X—y—00
P e .
Déduire que lim — = 4o etque lim x".e* =0 avecn € N*
X—r—+oo x' X—y—o0
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Section [ @ La fonction Exponentielle Népérien exp :

-1
lim =1 et Va € R*.lim &

x—0 X x—0 X

e’ e’
lim — = +oo et (VneN*)| lim — = oo

X—oo X X—>oo X"

lim x.e* =0 et (Vne N*)| lim x".e*=0

X—r—o0 X—>—oo

Application
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e3.eV? e’
Simplifier les expressions suivantes : b ——— >\
e2.e—V2 e2€.e¢
Résoudre dans R les équations et les inéquations suivantes :
x_3
b _4=0 ¢ T _4 e )
e ¥—e
» e —[nd <0 > ef—3ye"+4>0
Calculer les limites suivantes :
esinx -1
» lim » lim ——
x—0 tanx x—0+ 1 —e*
» lim > lim e —Inx
x——co x— 1 X—>o0
[ Remarque

Si u(x) est une fonction dérivable sur un intervalle / Alors la fonction x — )

est dérivable et : (e@) = i/ (x).e"™)

Soit a € R*, Les fonctions primitive d’une fonction f de la forme f(x) =
a.u (x).e"™ sont F(x) = a.e*®) + A avec A € R.

Application

Déterminer la dérivée de f dans les cas suivants :
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fx) =x f)= =5 1) =
Déterminer une primitive de f dans les cas suivants :
> f X) =X > f X) = e—x—3+4 > f X) = m
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Section IT @ Les fonctions Exponentielle de base a :

m Les fonctions Exponentielle de base a:

Définition et Propriétés : A

Soit a € R* /{1}. Pourquoi la fonction logarithme de base a admet une fonction réciproque

sur R Pour I’instant On note log;l = expy,.

Montrer que Dy, = R. et que x — exp,(x) est continue.
Déterminer les variations de x — exp,(x) sur R.
Montrer que : exp,(0) = 1 et exp,(1) = a et (Vx € R) expy(x) > 0.

D Définition

e Soita € R* /{1}, La fonction réciproque de la fonction log, Logarithme de base a s appelle
la fonction Exponentielle de base Noté expj,.

U Remarque

» Si0 < a< 1 Alors la fonction Exponentielle de base a exp, est décroissante.

» Sia > 1 Alors la fonction Exponentielle de base a exp, est croissante.

»n
=
=)
=)
>
=
=
4
» Soita € R/{1}, Montrer que : (Vx € R) exp,(x) = &9, 7
D’apres cette relation on peut conclure les propriétés algébriques de 1’exponentielle de base é
a#1: 2
2
:
4
Soita € R/{1}. =
=
(Vx € R) expa(x) = @) =
-
(Vx,y €R) expa(x+y) = expa(x) X expa(y) || =
[
expa(x) 1 Z

Pa
2 (Vx,yeR) || expg(x—y) = | expa(—x) = . T
. ( y ) pa( y) €xpa(y) Pa( ) expa(x) 8

(Vx € R) (Vre Q) ||expa(rx) = [expqa(x)]" ||
. J
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Section IT @ Les fonctions Exponentielle de base a :

La fonction x — a* :

BMSia#1,0nal|(VreQ)exp,(r)=d"|| Etonadmetqu’on peut faire une extension de cette

relation sur R : CAD (Vx e R) expa(x) =a* ||

Bl Nouvelle notation de la fonction Exponentielle de base a # 1 : x — a* b
Dans toute ce qui précede On a parlé de la la fonction Exponentielle de base a € R avec a # 1, Il nous
reste donc le cas a = 1.
On remarque que (VreQ) 1"=1.
Et on fait une extension dans R on écris (VxeR) ¥ =1.

Iny

y=a" < x:loga(y):%

» Sia>0eta#1 Alors — Iny =x.Ina

— ax —y= ex.lna
» Sia=1Alors (VxeR) M =¥ =1=1*
Donc (Vx € R) (Va > 0) a* = ernta) |

On peut résumer les propriétés de la fonction x — a* comme suite :
Sia>0eta## 1 Alors:

»n
=
=)
=)
&
=
=
=)
Vx € R) (Vy € ]0; =a* _ #
> (Vx € R) (Vy €]0;+o0|) y=dt = x= e Z
=
> |x<y<:>ax<ay| |x:y(:>a":ay| 2
175
| Sia>0Alors: a
wn
> (VxeR)|la*>0 et =1 a' =all| E
=
_, a )
» (VxeR) (VyeR) axy:a—y (VreQ) a™ = (a*)"
-
=~
> (VxeR) at = e*lnall =
A
(Va,b e R%) (Vx,yeR)Ona: =
@)
X .
° (ab)x:axbx ° <%)x:% ° (ax)}’—ax)’ =
L J

La dérivée de la fonction x — «* et la fonction x — x?¢ :

La dérivée de la fonction x — a" :
Soita >0 On a (Vx € R) a* = e¥nla),
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Section IT @ Les fonctions Exponentielle de base a :

Donc La fonction x — a* est dérivable sur R comme composée de deux fonctions dérivables sur R eton a:

(Vx € R) (a¥)' = (Y = (x.In(a)) @) = Ina.e""@)
Donc (@) = a*.In(a)
La dérivée de la fonction x — x* :
Ona:(VaeR) (VxcRY) X% = 0In(x)
Donc Cette fonction est définie et dérivable sur R” etona:
o
(vx c Rj—) (xoc)/ _ (ea.ln(x))/ _ (a_ln(x))/ea.ln(x) — 2y
X
Donc (xoc)/ — a.x%1
(] Remarque
e Pour étudier la fonction x — u(x)"™) sur un intervalle  avec u une fonction stricte-
— ment positive sur /, On considere la forme suivante : u(x)"(x) — /(%) In[u(x)]
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