Nombres complexes

n L'ensemble C - forme algébrique

I’ensemble C :
) Proposition A‘

Il existe un ensemble noté C, appelé ensemble des nombres complexes qui posseéde les propriétés
suivantes :

C contient I’ensemble des nombres réels : R ¢ C

C contient un nombre noté i tel que i?=—1.

Tout nombre complexe z s’écrit de maniere unique z = a + b avec a et b réels.

L’addition et la multiplication des nombres réels se prolongent aux nombres complexes et les

8 regles de calcul restent les mémes.

x “—— A_—— -~
[}

o ' Exemple

€

8 71=2431€C; z7p=-3€C; z73=2i€C etzu=—-V7€C

7))

g v Remarque

€ NCcZcQcRcC

@)

= P L G, N -

- Forme algébrique

v T,

.E D Définition

% e [’écriture z = a + ib est appelée la forme algébrique du nombre complexe z.
5 e le réel a est la partie réelle de z, notée Re(z).

e leréel 1 b est la partie imaginaire de z notée Sm(z).

d’apres I'unicité de I’écriture sous la forme algébrique on donc

;—CCoroLARE »———

deux nombres complexes sont égaux ssi ils ont la méme partie réelle et la méme partie imaginaire

a=4d

soitz=a+ibet7 =d +ib' onaz=7 <— {b y

| Cas particulierl

e Si Re(z) = 0 on dit que z est imaginaire pure L’ensemble des imaginaires pur est noté iR

e Si 3m(z) =0 on dit que z réel




Section I @ Représentation graphique d’un complexe

m Représentation graphique d’un complexe

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O; U 7) direct .

e A tout nombre complexe z = x -+ iy avec x et y réel, on associe Im
le point M
de coordonnées (x;y). On dit que M, ou que le vecteur OM est
I’ image de z. est que z est I’affixe du point M ou du vecteur )
OM. N M(x+iy)
L’af% de M se note souvent zps et celui de 0—1\>4 se note A E
aff(OM) '
e [’axe des abscisses (O;ii) est appelé axe des réels, I’axe des o Re
ordonnées

e Le plan est alors appelé plan complexe. (O;V) est appelé axe
des imaginaires purs.

Application

3
Placer les points A, B et C d’affixe respectif : 74 = —1 —2i,zg =2 —ietzc = 3 +1

calculer les distance OA et AB

moPémtions sur les nombres complexes

72]

=

~

3

< T U &

Regles du calcul 4 %

&

|Les regles de calcul sur les nombres réels s’étendent au nombres complexes. 2

=

Application §

Ecrire les nombres complexes suivents sous la forme algebrique z
o4 —(3-1) °i(2+51)+3(2—1) e(2—i)(3—-2i) e(3—i)?
o (V2=i)(V2+i) e(2-i)° o (a+ib)(a—ib) e(a+ib)?

Application
Caleuler i3, i*, P17, 18, i°
En déduire la forme algébrique de z, = i" en fonction de n pour tout n € N

Donner la forme algébrique de 120!, 1430, 2019

1.CHAPTER 1
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Section III @ Opérations sur les nombres complexes

Inverse d’un complexe non nul
) Proposition

. 1
tout nombre complexe non nul z admet un inverse noté —
Z

Preuve
soit z =x+1y avec (x,y) # (0,0)

1 1 x—1y x—1y X y .
Alors — = = = — _
txHy -y 2 Py 4y

Application

Mettre sous la forme algébrique e

Application

1 2 V2 —i 2i
- e ° ° -
i 1—iv3  iv2+1 141

Soientt 71 = —1+2ietz; =1 —1 deux nombres complexes ;
2. L. 2 o) 21 1 1
Ecrire sous la forme algébrique : ez7—z eziz; o — e —+f—
22 21 22
Interprétations géométriques ' & 4
»n
)
/
Y+ =
| =
Soit M et M’ deux points du plan complexe d’affixes respectives oM ! 8
z=x+iyetzZ =x' +iy . N et P deux points tels que : Y | &z
— — !
ON = OM +OM' et OP = kOM y | =
Onaz+7 = (x+x)+i(y+)) et kz = kx +iky 4 | E %
aff(ON) = z+ 7 et aff(OP) = kz \ v ; z
“ Y X x+x Re

Soit A et B deux points du plan complexes d’affixe respectives z4 et zp
i et v deux vecteurs et k un réel

| aff(ﬁ) =ZB— A
B aff (i + V)=aff (ii)+aff (V) et aff (kii) = kaff (i)
B i =V <aff (ii)=aff (V)

1.CHAPTER 1

. - ZA+2
B Soit / le milieu de [AB].onaz; = %
B A, Bet C sont alignés si et seulement si 3k € R:  zp —z4 = k(z¢ — z4)
| J
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Section IV @ Conjugué d’un nombre complexe

Application

Dans le plan complexe munie du repére o.n.d (O; U 7) ; on considere les points A, B et C qui ont

pour affixe respectives z4 = —2+1,zp =3 +31etzc =1+ ?i

calculer les affixes des vecteurs E et AC
En déduire que A, B et C sont alignés
Placer les points A, B et C

Application

On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives z4 =3 +1,zp =2 —2i,zc =2ietzp = 1+ 5i
faire une figure
montrer que ABCD est un parallélogramme

calculer I’affixe de son centre

m60njugué d’un nombre complexe

D Définition

Soit z=a+1ib (x;y) € R? un nombre complexe. on appelle conjugué de z noté 7 le nombre
complexe 7 =a —1ib

Interprétation géométrique A
»
Im 2
M(z) &
y D [ o
4 ! O
Dans le plan complexe si le point M a pour affixe z, alors I’'image | %
M’ de 7 est le symétrique de M par rapport a I’axe réel > X I R g
! e
| o
€ = == === === ; Z
-y M'(z)

| Exemple

02 +i—=2—i 3—ivV2=3+iV2 e2i=-2i el+/2=1+2

1.CHAPTER 1

Propriété
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Section IV @ Conjugué d’un nombre complexe

Conéquences

B ;+7=2Re(z) etz—7=2i3m(z)
BzcR (rel) <= 7=z<=Sm(z) =0
B ; ciR (imaginaire pur) <= 7= —z <= Re(z) =0

' Exemple

1 X .

Vérifier que z; = 73, et en déduire que z1 + 2, est réel et que z; — z» est imaginaire pur.
Simplifier z; +z2 et 71 — 22

Application

résoudre dans C les équations suivante
4742i—4=0
(1+i)z+1-i=0
37— 2iz=5-3i
2—374+2=0

Application

Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tel que Z = z> +Z soit un réel

Application
-1
oit z un nombre complexe # —1. on pose Z = Z+—1
Z

On pose z = x + iy déterminer Re(Z) et Im(Z) en fonction de x et y
En déduire I’ensemble des points M d’affixe z tel que Z est imaginaire pur

Application

Soit P le polynéme défini sur C par : P(z) = 22 +4z+5

»n
=
»
=
=
&
=
o
Q
»n
&
&
=
=
=)
Z

Montrer que si zq est une racine de P alors Zg est aussi racine de P

Vérifier que —2 +1 est une racine de P et en déduire une autre racine de P

1.CHAPTER 1
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Section V @ Module d’un nombre complexe

n Module d’'un nombre complexe

Définition et propriétés

D Définition
Soit M un point du plan complexe d’affixe z = x + 1y ou
(x;y) € R?2
La distance OM = /x? +y? = s’ appelle me module de 7 et
se note |z]

ona:l|z|=0M=\/x2+y? =2z
Im
M(z)

Vije-------2 oo
W
A =

oM~

\
L4

Mle-----

Re

' Exemple

o[1-iV3|=V14+3=2 e[3i|=3 e|-2|=

Propriété

90]
=
>
Soit z et 7 deux nombres complexes 3
M| =0¢=>2=0 Wiz =|-z= =
1 1 (@
W[z x 7| =z x [Z/| B - = (z#0) =
z| ¢ 2
< <

JEEIa B =" (neN) :
W |z > [Re(2)] W 2| > |Sm(z)| S

B ;+7| <]zl +]d|  Inégalité triangulaire

. J

Application

Calculer le module de chacun des nombre complexes
(2-i)*
3+iV3
V2—i

1.CHAPTER 1
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Section V @ Module d’un nombre complexe

Application

Dans le plan complexe on considere les points A, B et C d’affixes respectives a = =2 ,b =1+1iet
c=-1-31

Placer les points A, B et C
Montrer que ABC est un triangle rectangle

Application

Soit z un nombre complexe non nul
1

Zz

Montrer que |z] = 1 <=z =

Interprétation géométrique

Dans le plan complexe muni du repére o.n.d (O; U 7) , on considere les points A,B et M d’af-
fixes respectives z4,zp et z

» Distance : AB = |74 — 25

» L’ensemble des point M(z) tel que |z —z4| = |z — zp| est la médiatrice du segment [AB]

» L’ensemble des point M(z) tel que |[z—z4| = r ot (r > 0) est le cercle de centre A et de rayon
r

. J

Preuve
Exercice

Application

Dans chacun des cas suivants déterminer 1’ensemble des points M du plan complexe d’affixe z tel
que

|z—3|=5

e —1+2if=2

|z — 2i|/= |z
42—/ =3
liz+2| = |[z+2i+1]

Application

on considere dans le plans complexe le point A d’affixe z4 = 1.

»n
=
»
=
=
&
=
o
Q
»n
&
&
=
=
=)
Z
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o]
|
—

A chaque point M # A d’affixe z on associe le point M’ d’affixe 7/ =

|
INT

Montrer que M’ € C(0;1)

/
7 —1 . : P .o
Montrer que 1 est un réel, puis en déduire que A, M et M’ son alignés
Z —

construire le point M’ dans le cas ou z = —2+1i
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Section VI @ Argument et forme trigonométrique d’un complexe non nul

mArgument et forme trigonométrique d’un complexe non nul

Argument d’un complexe non nul

a partir de ce paragraphe le plan complexe est muni du repére 0.n.d(O; u; 7) avec ii = Ol et V= 0J
3 Im
A tout point M(x,y) du plan distinct de O on fait associer le nombre y M(z)

complexe z=x+iy TS
— D
Soit O une mesure de 1’angle orienté 7, OM) 6= (7, OM)[27]

= 0
Posons r = |z| = /x> +y2. Alors ; B :;0:((9))

Re

D Définition

Soit M un point du plan complexe d’affixe z=x+1iy, x#0et y#0. .

On appelle argument de z, noté arg(z), toute mesure de 1’angle orienté (u; oM ) et on écrit

) = (10 ) 2.

' Exemple

Le plan complexe est rapporté au repeére o.n d (O; u; 7)
On considere les point A, B, C et D d’affixes respectivesa =2, b =2+2i,c = —2+2ietd = —i

A
Y
(@)
D \z
A\
S

— %
(u; OA> = 0= arg(2) = 0[27] =
- — T T =
- — 3 3n
(u;OC) = TE = arg(—2+2i) = T[Zn] é
- — -7 -7
u;0D | = — = arg(—i) = —[27] §
2 2 >
=
=)
* Argument d’un nombre réel * Argument d’un imaginaire pur =
T
ez € R*" <« arg(z) = 0[27] e 7 CiR*" = arg(z) = 52713] =
¢z € R*"” < arg(z) = n[2n7] o ‘r <
ez ciR" <= arg(z) = 7271'] =
ainsi z € R <= z=0ou arg(z) = 0[x] ainsi z € iR <= z=0ou arg(z) = g[ﬂ]
earg(z) = —arg(z)[27]
o arg(—z) = 7 +arg(z)[27]
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Section VI @ Argument et forme trigonométrique d’un complexe non nul

Forme trigonométrique d’un complexe non nul

D Définition

Le plan complexe est rapporté au repere o.n d (O; u; 7)

Soit M un point du plan complexe d’affixe z # 0

On pose OM = |z| = r et 6 = arg(z)[27]

L’ écriture z = r(cos(0) +isin(0)) est appelée forme trigonométrique de z

' Exemple

Soitz = 1+iV3

Ona:lzl=v1+3=
1 V3 T .. T
Donc z =2 §+71> —2(cos(§)+1sm(§))

Ainsi 2(cos(73—r) +isin(§)) est une forme trigonométrique de  1+iv/3

Relation entre forme algébrique et forme tri‘gonomefriqu‘e

) Proposition ‘ l

Soit z un complexe non nul
Si z = x+1y est la forme algébrique de z et z= r(cos(6) +isin(0)) une forme trigonométrique de

z

%R &4
cos(0) == |e(|Z) s
r z =
Alors r = [z] = /x> +y? et =
. Sm(z) S
sin(@) === ——=~ o
2] %)
=
— — — M
[=-]
' Exemple =
z

e Soitz=2+42i,0na:l|7]=4+4=2V2
—
Donc z = 2v/2 (L_—I—\/T_l :2(cos(§)+isin(§)) E
2m 2r >
e soitz = 4(cos(?) +1sin(?)) =
Q
2 1 2 3 :
On a cos(?) =—3 et sm(—n) = % Donc 7 = —2 +2+/3i =

' Exemple

Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants
e 71 =v3+3i
e 7p=-2+72i
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Section VI e Argument et forme trigonométrique d’un complexe non nul

e 3=16—1V2

e 7u=-3-3i

Propriétés des arguments

) Proposition A\
Soit z et 7/ deux nombres complexes non nuls, on a :
W arg(z x 2) = arg(z) +arg(z') [27]
B arg(7") = narg(z)[2n], pour tout n € N '

. (5) — —arg(o)o]
m g (2) —arg(d) -arg) 2]

Conséquences

Notons r(cos(0) +icos(6)) par [r, 0]
Siz=1[,0] [2x] et =[r,0'] [27] avec (r;7) € (R*T)? et (8;0') € R* Alorson a :
B z=[r,—-0][27]
B —=[rnn+06][2n]
B x7=[rxr,0+06[27]
m!l- E

<

Z/

m - [2,6'— 6] [27]
B "= [ nb] [27]

Application

Ecrire sous la forme trigonométrique les nombre complexe suivants

.Zl 11
12=1—+.‘

_1\/_
H = Yy T

u= 1+itan(§))(—1 +i)
Appiication

On considere les nombres complexes z; =1—1,z0 =1+ iv3

—0] [27]

7

»n
=
»
=
=
&
=
o
Q
»n
&
&
=
=
=)
Z
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Ecrire sous la forme algébrique les nombres complexes suivant
o iz e I e 71Xz e (Zl XZz)lz

Ecrire z; X zp sous la forme algébrique
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Section VI @ Argument et forme trigonométrique d’un complexe non nul

En déduire les lignes trigonométrique de 1—7;

Interprétation géométrique de I’argument

Soit A, B, C, et D quatre points deux a deux distincts d’affixes respectives z4, zB, 2c €t zp

W (7:4B) = arg(ap—24) 2]
| (ﬁ) = arg (Z:Z) [27]
| (Iﬁ) = arg <ZD _ZA) [27]

iB—ZA

. J

Application

Dans chacun des cas suivants, déterminer I’ensemble des points M d’affixe z satisfaisants la condition

W oarg(z— 1 2i) = g[zn]

T
B arg(iz) = Z[2n’]
z—1+42i T
] —— ==
w2 = Tow
»n
:
=
— =
B trois points distincts A, B, et C sont alignés <> (AE,A() =0[n] <~ arg(zc ZA) = 0[x] E
B —ZA
o
— o
B les droites (AB) et (CD) sont paralleles <> (Ag;Cg) =0[r] < (arg « ZD) =0[x] %
7B —2ZA
&
Y e
B les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires <= (AB;CD) = 5[7:] < (arg « ZD) = §
<B — <A =)
4 Z
—[r
]

Application

A, B, C trois point d’affixe respectives z4 =21, zg =241, zc =1—1
2c —ZB
ZA —ZB
En déduire la nature du triangle ABC

Application
A, B, C trois point d’affixe respectives z4 = 141, zg = 3 +5i, zc = 2+2V3+i(3 — \/5)
calculer AB et AC, en déduire la nature de ABC

1.CHAPTER 1

Ecrire le complexe sous la forme trigonométrique et algébrique

Déterminer une mesure de 1’angle (ﬁ)
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Section VII @ Forme exponentielle d’'un nombre complexe

En déduire que ABC est un triangle équilatérale

m Forme exponentielle d’un nombre complexe

Définition
D Définition

Le nombre complexe de module 1 et d’argument 6 sera noté i :
el® = cos(0) +isin(0)

' Exemple

O er=—1
O e =i

— h VW 4
Cas générale

e 8@ 80
i
4

Nous avons vu que tous nombre complexe z non nul peut s’écrire sous la forme z = |z|(cos(0) +isin(0))

D Définition

»n
=
z = rei®. est une forme exponentielle d’un complexe de module r et dont 6 est un argument : 4
=
2= [2]ei® = |z (cos(8) +isin(0)) 2
&)
T - :
Opérations sur les forme exponentielles =
2
T (Thbornd) :
Soient r et ¥ deux réels strictement positives et 8 et 6’ deux réels =
Sail — pa—if o
B re?=re =
B _reif— reim+6) 3
Y1 =
By — c &)
e r =
B rei® x reid = rrei0+6)
i0
e T i)
r'ei® 7

B (rei?)" = r"e® pour tout n € N
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Section VIII @ Les équations du seconde degrés a coefficient réels

Application

. . . . 3n
Déterminer le module et un argumentde z; = —2i, z=1+1, z3= —V34+i u= —3ei5

) . ) 23
Déterminer une forme exponentielle de z;, 22, z3, z4, z%z3, 7124, —,
22

Montrer que z§019 est un imaginaire pur

Formule de Moivre

D)

Pour tout réel 0 et pour tout entier naturel n,on a : (cos(6)+isin(6))" = cos(n@) +isin(n6)
Elle s’écrit aussi ~ (ei?)" = eni®

Application
Déterminer cos(2x) et cos(3x) en fonction de cos(x)

Les deux formules d’Euler Y O
T ( Théoreme )
Pour tout réel 6 i 4 it aio__ oi6
[ | cos(0) = =0 [ | sin(0) = N
Montrer que B cos’(x) = H—%S(Zx) et

B cos(x)cos(y) = %(cos(x—i—y) +cos(x—y)etque M sin®(x) = 3sin(x) ; sin(3x)

Application

Montrer que pour toutxde R : 1 +4eir= (ei% + e—i%)ei;j

»n
=
»
=
=
&
=
o
Q
»n
&
&
=
=
=)
Z

En déduire une forme trigonométrique du complexe z = 2 + /2 + iv2
En déduire cos(§) et sin(%)

m Les équations du seconde degrés a coefficient réels

1.CHAPTER 1

On appelle équation du seconde dégrée & coefficient réels toute équation de la forme  az>+bz+c =0
oua € R*,(b,c) € R?
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Section VIII @ Les équations du seconde degrés a coefficient réels

Résolution de I’équation z> = §

) Proposition

Soit § un réel
B sid>0alorsz2=68<=z7=+V$
B sid<Oalors 22 =68 <= z=+i\/|§]|

' Exemple

o 2= _4e=7;=2iouz=-21 e 22=-3z;=iV3ouz=—-iV3

Résolution de ’équation az’> +bz+c=0 ou a,b et csont des réels

Posons A = b — 4ac

pb\> A
Onaazz—l—bz—l—c:O(:)(z—i—z) = —

on conclut que :

=D

e g @8 0
|
\

—b
B Si A =0 I’équation admet une unique solution dans R : z9 = 2
a
—b—+VA —b A
B Si A > 0 1’équation admet deux solutions dans R : z; = 2—\/_et = +\/_
a a
: e : o —b—iVIA|
B Si A < 0 I’équation admet deux solutions conjugués C : z; = z—et 2 = =
a
»
—b+i/ A =
2a E
o
&)
[ Remarque &z
[~
e toute expression Q(z) = az> +bz+c se factorise dans C et Q(z) = az> +bz+c = §
a(z—=z1)(z—22) ;2
e Q(z)=a? +bz+c=a(z—2z+%)=a(z—Sz+P)
—b c »
S=z1tn=—cetP=71X="- =
a a =
=¥
<
' Exemple L:)
-
Résoudre dans C : z—8v/37+64=0
Application
Résoudre dans C les équation suivantes
® 272 4+7+3=0
® 2724+67+5=0
e 2+z+2=0
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Section IX e Ecritures complexes de transformations

e 72—67+13=0
o (z+i)*+(z+1)+2=0
o ((—iz+3+3i)>—2(—iz+3+31)+2=0

mécritures complexes de transformations

Ecriture complexe d’une translation

Im M

soit 7 la translation de vecteur W d’affixe b et M(z) un point du plan - /
complexe o M

M'(7') ’'image de M(z) par la translation ¢. >
Donc - MM' =W <=7 —z=0b ;.

T (Théorsme)

W un vecteur d’affixe b On a équivalence :
t 1a translation de vecteur W d’affixe b

I’écriture complexe de 7 est 7/ =z+a

Ecriture complexe d’une homothétie
Im M

soit Q un point d’affixe @ et k un réel non nul z ’homothétie de
centre  de rapport k Q

M'(Z) ’'image de M(z) par I’homothétie h. .

Donc :QM' = kQM < 7' — 0 = k(z— 0)) M Re

»n
&
»
=
=
&
=
o
Q
»n
&
=4
=
=
=)
Z

Théoreme

Q un point d’affixe w et k un réel non nul On a équivalence :
h ’homothétie de centre Q(®) de rapport k
I’écriture complexe de hest 7 — @ = k(z — @)

1.CHAPTER 1

] Remarque

H A(Q)=Q. Q est I’'unique point invariant par /g x) (k#1)

B si k = —1 alors A est la symétrie centrale de centre
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Section IX e Ecritures complexes de transformations

Ecriture complexe d’une rotation

soit  un point d’affixe @ et 6 un réel. r la rotaion de centre Q et
d’angle 6
M'(Z) 'image de M(z) par la rotation r.
oM' = oM Im 0
Donc :r(M) =M' <—
_) n
(QM,QM') = 6[27]
|ZI - a)l - \ 9

pr— 4
< al . / Re

- ts
= 02w
arg(S—2) = o[2w y
7—w

-
—7-0=¢7-0)

T (Théorsme)

Q un point d’affixe @ et 0 unréel . On a équivalence :
r est la rotation de centre Q(w) et d’angle 6

— eib

Iécriture complexe de r est 2 — 0 =¢e¥(z— @)

\
4
’
1
1
<

[ Remarque

B si 6 =0 alors r(M) = M pour tout point M du plan
B si 0 =malors r =sq

H(Q)=0Q. Q est I’unique point invariant par r(q g) (6 #£0)

Application

Déterminer I’écriture complexe de la translation de vecteur o

Déterminer 1’écriture complexe de la translation qui transforme A(2 — 3i) en B(4 + 5i

»n
=
»
=
=
&
=
o
Q
»n
&
&
=
=
=)
Z

1.CHAPTER 1
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