Ordre et opérations

Chapitre :

Ordre et opérations

[ Comparaison de deux nombres réels

Activités

Comparer a et b dans les cas suivants :

15 12
*)a=— eth= =
Ja=—-e 7

5 11
*)azzetbz—

8
| Solution

)

N

Comparons a et b dans les cas suivants :

1 12
*)Ona 15 > 12d0nc75 > 7donca>b

15 —12 15 —12
*)Onaﬁ>OetT<0d0ncﬁ>Tdonca>b

5 10 5 11
*)Onaa—z—get10<11doncz<§donca<b

*)Ona5<11doncg>1—61d0nca>b

Régle LY o

Soit a et b deux nombres réels

#* Sia—b<0,alorsa<b
* Sia—b>0,alorsa=>b

C’est a dire, pour comparer deux nombres réels, on étudie le signe de leur différence




Section I @ Comparaison de deux nombres réels

Exemples

— OV —!

4 2
1 1 = — — =
. Comparer les nombres a 35 etb 15

Comparer les nombres 21/3 —4 et /3 —5
Comparer xetytelque : x =y—3

| Solution

4 2
1 = — = —
. Comparons a 35 etb 15
onaia_p b2 12 14 1-14 -2
TP T3S T 5T 105 105 105 105

-2
Or: — <0,donca—56<0

105
Alors a < b

Comparons 2v3—4et/3-5
Ona: (2/3-4)—(V3-5)=2V3-4—V3+5=V3+1
Or:v3+1>0donc (2\/5—4)—(\/5—5) >0
Alors 2¢/3—4>+/3-5

Comparons xetytelque : x =y—3
Ona:x—y=(y—3)—y=y—3—y=-3,doncx—y<0
Alors : x <y

Application

Comparer les deux nombres dans chaque cas

7 14

Pl 74++/2et —3v2—1
V3—1let5\/3+4

| Solution

Comparons les deux nombres dans chaque cas
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12 15
Comparons : - et 1
15 12 15-24 -9

O“a;ﬁ_7:151412_ﬁ
OrHTSOdolnzcﬁ—7<0
Alors : — < —
ors 14<7

Comparons : 7 + \/§ et —3\/5— 1
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Ona: (7+\/§) - (—3&-1) T4 V243V2+ 1 =42 48

Or: 4v/2+8 > 0 donc (7+\/§) _ (—3\/5—1) >0
Alors : 74++v2 > —3v2—1

Comparons : V3—1et5V/3+4
Ona: (5V3+4) = (V3-1) =5V3+4-V3+1=4v3+5
Or:4v/3+5>0donc (53+4) — (V3-1)>0
Alors : vV3—1<5V3+4

[[J Ordre et opérations »

Ordre et addition y 2 Ul YV

Proposition

Soit a, b et ¢ trois nombres réels

* Sia<balorsat+c<b+c
* Siat+c<b+calorsa<b

Exemple

Soit a et b deux nombres réels tel que : a+4 < b
Montrer que : a+1 < b

| Solution

Montrons que : a+1 < b
Ona:a+4<b,donca+4—-3<b—-3
Alors:a+1<b
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H Proposition

Soit a, b, s et d trois nombres réels

#* Sia<betc<dalorsa+c<b+d
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Exemple

Soit a et b deux nombres réels tel que : a+3 <3etb+4 < V2
Montrer que : a+b+7 <2 +3

| Solution

Montrons que : a+b+7 <2 +3
Ona:a+3<3ethb+4<+v2 donca+3+b+4<3+2
Alors:a+b+7<V2+3

Ordre et multiplication - 0 Vv

Activité

Soient a, b, et ¢ trois nombres réels tel que : a < b

Supposons que ¢ > 0, comparer ac et bc

Supposons que ¢ < 0, comparer ac et bc

| Solution

Supposons que ¢ > 0, comparons ac et bc
Onaac—bc=c(a—D)
Ora<bdonca—b<0,etc>0
Donc ¢ (a—b) <0, c’estadire ac —bc <0
Alors ac < be

Supposons que ¢ < 0, comparons ac et bc
Onaac—bc=c(a—Db)
Ora<bdonca—b<0,etc<O0
Donc ¢ (a—b) >0, c¢’est a dire ac —bc > 0
Alors ac > bc
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ﬂ Proposition

Soit a, b et ¢ trois nombres réels

1.CHAPTER 1

# Sia<betc>0doncaxc<bxc
> b x

~
* Sia<betc<Odoncaxc c
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v Remarque

@Sia<balors —a>—b
C’est a dire, I’opposé change 1’ ordre

Exemple

4
Soient a et b deux nombres réels tel que : a > 3 eth>1/3
Déduire un ordre de 3a et de —2b

| Solution

¥ Déduisons un ordre de 3a
Ona:a> 3 donc3 xa>3x 3 donc 3a > 4 ¥ Déduisons un ordre de —2b

Ona:b>+3donc —2xb< —2x+3donc —2b <23

Proposition

Soient a, b, ¢ et d des nombres réels positifs

Cx

la<b
Sl{ Alorsaxc<bxd
<d

Exemple

Soient x et y deux nombres réels positifs tel que : x < v/3 et y < 6$sqrt2
Montrer que : xy < 61/2

| Solution

Montrons que : xy < 61/2
. x<\/§

|y < 6$sgre2
x><y<2\/§2><\/§C’estﬁdirex><y<2><3><\/§C’esta?1direx><y<6><\/§C’estz‘1dire
xy < 6V2
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Ona doncxxy<\/§><2\/6C’estﬁdirex><y<\/§><2\/§><\/§C’estéldire
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Exercice d’application

Application

Soient x et y deux nombres réels tel que : x > 1 ety > 2
Montrer que : (x—1)(y—2) >0

| Solution

Montrons que : (x—1)(y—2) >0
Onax>1doncx—12>0
etonay>2doncy—22>0
D’ou (x—1)(y—2) >0

& KN

Ordre et inverse

Proposition

Soient a et b deux nombres réels strictement positifs

) 1_ 1 L. .
Sia<balors — > b et la réciproque est vraie

a

z

¥ Remarque o

<l

<

& L’inverse change 1’ordre &

S

Exemples =

=

>

L—-—l A

[~

(-] =

*Ona2<4dons - > —

na ons 21 ) 1
Onall dons — < —
*Onall>5 onsll<5
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Application

Soit x un nombre réel tel que x > 1
-5

-5
Montrer que : >
i 2v3T 1+23

( Solution

Montrons que :

-5 -5
>
x+2v3 7 1423
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Onax> lldoncx—|—2}/§> 1+2V3
Alors <
x+25\/§ 1+25\/§

>
x+2v3 7 14+2V3

D’ou

Autres propriétés : Carré et racine carré

Proposition

( Carré ) Soient a et b deux nombre réels positifs
%* a < b est équivalent 2 a* < b?

v Remarque

% a et b deux nombres réels négatifs
a < b est équivalent a a* > b?

\
'y 2

% L’ordre change dans les cas suivants :
» On multiplie par un nombre négatif
» On fait I'inverse

» On prend le carrés de deux nombres négatifs

@® Comparer 3 et 22

@ Comparer —2+/5 et —3/2

| Solution

® Comparons 3 et 2v/2
2
Ona<2\/§> —4x2=8et32=9
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2
Donc 32 > (2\/5) ,alors 3 > 2v/2
@ Comparons —2v/5 et =312
2 2
Ona (2\6) —4x5=20et (3\@) —9x2—=18

2 2
Donc (2\/5) > (3\/§> , donc 2¢/5 > 3+v/2, alors —2/5 < —3v2
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Section III @ Encadrement

Proposition

( Racine carré ) Soit a et b deux nombres réels positifs
*Siagbalors\/ﬁgx/l_)
* Si/a < Vb alorsa < b

Application
Comparer 3v3 et 4v/2

Comparer —v/91 et —6V3
Comparer les nombres V5+4det\/3+4

| Solution

Comparons 3v3 et 4v/2
2
Ona (3v3)"=9x3=27et (4v2) =16x2=32
2
Or27 < 32 done (3v3)” < (4v2)
Alors 3v/3 < 42

Comparons —/91 et —61/3
Ona 01 =91 et (6v/3)° =36 x 3 = 108
Or 91 < 108 donc \/ﬁ2 < (6\/5)2 donc v/91 < 61/3 Alors —/91 > —61/3

Comparons V5+4det\/3+4
Ona\/§2:3et\é§2=52
Or 3 < 5donc v/3 < +/5 donc V3 <5
Alors V3 +4 < /5+4
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m Encadrement

1.CHAPTER 1

J EnMnent d’une somme

On considere tous les nombres réels
a<x<b

LAlors:a+ce<x+y<b+d
Céyéd X yx
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Exemple

Soit x et y deux nombres réels tel que : 2 <x < Set -3 <y < —1
Encadrer x+y

| Solution

Enacdrons x+y
Ona2<x<S5et—3<y< —1donc2+(-3)<x+y<5+(-1)
Alors —1 <x+y<4

Encadrement d’un opposé N v

Soit x un nombre réel tel que a < x < b
Ona-b<—x<—a

Exemple
Soit -4 <x<3donc -3<—x<4

- »

Encadrement d’une différenc

On considere tous les nombres réels
la<<x<b
Si LAlors:a—d<x—y<b—c
c<ys<d
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U Remarque

Onaa—b=a+(-D)
Donc pour encadrer a — b, on encadre d’abord —b puis on applique la proposition
8 (Proposition de 1’encadrement d’une somme)

1.CHAPTER 1

Exemple

Soit x et y deux nombres réels tel que : 3 <x < 8et -4 <L y<2
Encadrer x —y
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| Solution

Enacdrons x —y

Ona—4<y<2donc —2< —y<40Ona3<x<8et—2< —y<4donc3+(—2)<x+(—y) <
8+4

Alors 1 <x—y <12

Encadrement d’un produit

On considere tous les nombres réels positifs

la<x<b
Si LAlors:axe<xxy<bxd
c<y<d

— Exemple

% Cas 1 : tous les nombres sont positifs
Onal3<x<7etl <y<4
Encadrer xy

)
4

# Cas 2 : I’un des nombres est positif et 1’autre est négatif
Onad4<x<8et—5<y<< -2
Encadrer xy

| Solution

% Cas 1 : tous les nombres sont positifs
Encadrons xy
Onal3<x<s<7etl <y<4
Donc3x 1 <xy<7x4
Alors 3 < xy < 28
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# Cas 2 : I'un des nombres est positif et 1’autre est négatif
Encadrons xy
D’abord les deux nombres encadrants y doivent étre positifs
Ona—-5<y<—2donc2<—y<5
Ona4 <x<8et2 << —y <5 (Remarquez que tous les nombres sont positifs )
Donc4 x2 <xx (—y) <8x5
Donc 8 < —xy <40
Mais ce qu’on cherche, c’est encadrer xy et pas —xy, donc on se débarrasse du signe —
Ona8 < —xy <40alors —40 <xy < —8

1.CHAPTER 1
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Encadrement d’un inverse

Soient x, a et b des nombres réels non nuls tel que : a <x < b

1 1 1
Ona: -<-<-
b " x "a

Exemple
|_(;na2<x<4donc <-<
Encadrement d’un quotient S N 4 4

On consideretous les nombres réels positifs

S la<<x<b
Si

csy<d

= | —
N —

Bl

telque:c#0;y#0etd #0

Alors:géféé
d "y ¢

Y Remarque

1
Onag:axz

1
Donc, pour encadrer %, on en cadre d’abord 5 aprés on applique la proposition la

proposition 11 (Proposition de I’encadrement d’un produit)
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— Exemple

# Cas 1 : tous les nombres sont positifs
Ona6<x<10et2<y<3

Encadrer al
y

% Cas 2 : I’un des nombres est positif et I’autre est négatif
Ona2<x<Set 4y -2
Encadrer
y

1.CHAPTER 1
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| Solution

# Cas 1 : tous les nombres sont positifs % Cas 2 : I’'un des nombres est positif et
Encadrons I’ autre est n)ccégatif
y Encadrons =
X . 1 y
Ona ; =Xxx ; On doit transformer les nombres néga-
Encadrant d’abord 1 tifs en nombres positifs
ncadrant d-abor y Ona—-4<y< —2donc2< —y<4
1 1 1 & ] -
Ona2<y<3donc << Apres on encadre 1 1nve{se di y \
37y 2 Ona2< —-y<4donc - <— <=
6<x<10 4 y 2
Ona 1<1<1 2<x<5
. BIy\Zl 1 o é_llg__lgé
Donc6 x - <xx —-<10x = 1 Y 1 1
- %c Yy 2 Donc2x -~ <xx — <5X =
— Alors2< =<5 4 y 2
Y Donc % < B §
] 4=y T2
— 1 - 5
— Donc =< — < =
— 2 y 2
— -5 -1
— Alors — < ol < —
y 2
Application ©w
@O Exercice 1 : %
Soit a et b deux nombres réelstel que : 2 <a<3et -4 < b << -3 :
Encadrer : &
=
a A
* a+b * a—b * ab * — ©
b B~
=
~
O Exercice 2 : a
Soit a, b et c trois nombres réels telque : 6 <a <8, —4<b< 2et—3<c<S g
Encadrer :
b H
* o * b2 * a-+2b—4c * 42 »
b? E
R
<
o
| Solution o
o
@ Exercice 1 :
% Encadrons a+b % Encadrons a — b
ona2<a<3et—4<b<-3 ona2<a<3et—4<b<-3
Donc 2+ (—4) <a+b <3+ (-3) Donc2<a<3et3<-b<4
Alors —2<a+b<0 Donc2+3<a+(—b)<3+4
Alors 5<a—b <7
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% Encadrons ab % Encadrons d
ona2<sas3et—4<b< -3 ona2<a<3et—4<b< -3
Donc2<a<3et3<—-b<4 Donc2<a<3et3<-b<4
Donc2x3<ax(—b)<3x4 1 -1
Donc 6 < —ab < 12 S3etgs o<

1

D 2< =5

onc b 3

Alors —12 < ab < —6 Donc 2 x

g o
o o
= =
(@] (@]
N — |
NN
| l-lklh' Q Q

sias|ds[d

NN §
| = Wl w

A

W

X

W | —

D —1<-<—=
onc 5
@ Exercice 2 :
# Encadrons a? % Encadrons b?
Ona6 <a<8donc 6% < a? <82 Ona-—-4<bg -2
Alors 36 < a® < 64 Donc (—2)* <b? < (—4)?
Alors 4 < bh* < 16
a+b
% Encadrons a +2b —4c % Encadrons 5
Ona-—-4<b<<—2donc -8<2b< -4 6<a<$
Ona-3<c<5Donc —20< —4c <12 Ona 45
6<a<s8 —4<b< -2
Ona{ -8<2h< —4 B°“C§<4<Zi”f8_2 Z
—20 < —4e < 12 onessaths 1 =
Donc6—8—20<a+2b—4c<8~4+  Etonad<b7<lbdone <7<y =
12 2<a+b<6 g
Alors =22 < a+2b—4c <16 Ona{ 1 1 1 =
—<—=<-= =
16 b 4 | -
[~
Donc2><—6i§)a—|—?ﬁ<6x— g
a
a —
Alors 3 < 2 S5 g
[
R
<
o
Q
—
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