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Fonctions logarithmes

Les orientations pédagogiques 1

Capacités attendues

Les limites déja citées concernant la
fonction logarithme et la fonction

exponentielle népérienne, en plus de :
In(x) e’

lim ; lim —; lim x"€" et
X—4oo XM x—4oox " x——o0

lim x"In(x) ; avec n € N* sont
x—>0+' o
considérées comme limites
fondamentales ;

On utilisera les fonctions logarithme et
exponentielle dans la résolution de
problémes variés ;

Pour tout nombre a strictement positif on

a gl — obin(@)

On insistera sur les applications du
théoreme de Rolle, du théoreme des
accroissements finis et de 1’inégalité des
accroissements finis pour encadrer,
majorer et minorer les expressions
algébriques et étudier les suites
numériques ;

On insistera sur I’interprétation
géométrique des différents théoremes et
propriétés présentés dans ce paragraphe

e Maitriser le calcul sur les logarithmes ;

e Maitriser la résolution d’équations et
d’inéquations et de systeémes
logarithmiques;

e Connaitre le logarithme décimal et ses
applications (surtout dans la résolution

d’équations de la forme 10 =a );

e Maitriser et appliquer les limites

logarithmiques fondamentales ;

e Maitriser I’étude et la représentation de
fonctions comportant la fonction

logarithme népérien;

—

Les prés-requis

| Les extensions

Fonctions primitives
Les limites

La continuité
Dérivation

TRet TAF

e Fonctions exponentielles
e Les équations différentielles
e Les intégrales

e Structure algébrique




Section I @ Fonction logarithme népérienne

u Fonction logarithme népérienne

Définition et propriétés algébrique -
1
Soit f une fonction définie sur |0, +oo[ par : f(x) = N

Montrer que la fonction f admet une fonction primitive sur |0, 4-oo|

Soit F une fonction primitive de la fonction f définie par : V(x,y) €]0,+oo[x]0,+oo]
F(xy)=F(x)+F(y), calculer F(1)

D Définition
La fonction logarithme népérienne est une fonction primitive de la fonction x — % sur |0, +oo[

et qui s’annule en 1; on la note par In

Conséquence immédiate : |

» La fonction x — In(x) est définie sur |0, +oo]
» La fonction x — In(u(x)) est définie si : u(x) >0
» In(1)=0

Monotonie :

La fonction x — In(x) est dérivable sur ]0, +oo], et sa fonction dérivée est x — .

x
Donc la fonction x — In(x) est strictement croissante sur |0, 4-oo]

> V(x,y) €]0,+00[x]0,+o[;In(a) =In(b) < a=0>b

> V(x,y) €]0,+00[x]0,4o<[;In(a) <In(b) = a<b

l Exemple

Déterminons D I’ensemble de la définition de la fonction f définie par : f(x) =In (%)

Df:{xE]R /B S0 et 24140 etx—|—1>0}

={xe€R / In(x+1)>0 et x> —1}car (Vx € R) x>+ 1 > 0)
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Etudions le signe de In(x + 1), résolvons I’équation In(x + 1) = 0
In(x+) =0« In(x+1) =1n(1)
Sx+1=1
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Section I ® Fonction logarithme népérienne

Sx=0
Si—l<x<OonaO<x+1<1ldoncln(x+1)<0
Six>0onax+1>1doncIn(x+1)>0
Donc Dy =|0, oo

(

In(xy) = In(2)

k1n(x+y) =1In(3)

In(xy) =1n(2) o9): xy =2

In(x+y) =1n(3) \x—l—y=3

Donc x et y sont les deux solutions de 1’équation (E) : x> =3x+2 =0

Résolvons dans R? le systeme (S) :

Le discriminant de I’équation (E) est A= 1

Donc x = 1 ety = 2, d’ott I’ensemble des solution de systeme (S) est S = {1,2}

Propriété

Propriété caractéristique : (Vx> 0; Vy > 0) In(xy) = In(x) +In(y)

'Regle de calculs |
(Vx> 0);In (1) = —In(x)
Bl (Vx> 0)(¥y > 0); In (;) In(x) = In(y)
D (Vx> 0)(vr € Q); In(x") = rin(x)

—= Preuve
E (x>0 (%) =In(xx 1) =In(x) +In (L) =0
Donc : In (1) = —In(x)
(Vx> 0)(Vy > 0); In (g) =1In (x X %) =1In(x)+1In (%)
Donc In (f) = In(x) —In(y)
e Montrons que : (Vx > 0)(Vn € N); In(x") = nln(x)
Pour n=0onaln(x?) =1In(1) =0 et 0 x In(x) = 0, donc In(x°) = 0 x In(x)
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D’ou la proposition est vraie pour n =0
Supposons que In(x") = nln(x) est vraie pour n fixé de N et montrons que

In(x**!") = (n41) In(x)
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Comme : In(x"*!) = In(x x x") = In(x) +In(x") = In(x) + nln(x) = (n+ 1)In(x)
Donc d’apres le raisonnement par récurrence on a : (Vx > 0)(Vn € N); In(x") = nln(x)
Montrons que : (Vx > 0)(Vm € Z); In(x™) = mIn(x)

Supposons que m € Z~, alors :

In(x") =1In (<L) = —In(x"") = mIn(x) (car : —m € N)

Montrons que : (Vx > 0)(Vr € Q); In(x") = rln(x)

Supposons que r = § (avec (p,q) e ZxN*et pAg=1),alors :

p

gIn(x") =¢In (x$> =In ((ﬂ)q) =1In(x") = pln(x)

Donc In(x") = rin(x)

Application

Résoudre dans R les équations et les inéquations suivantes :

a) Inlr*2 <In(x+1)

b) 3In(x) <2In(x)

)
)
c¢) In(x+2In(x+2)) = In(x+1)

d) In(x)In(x+1) =In(x)In(2 +x)
Résoudre dans R? les systémes suivants :
(51)- <’1n(x) +1In(y) =1In(2)

| In(2) +In(x +y) = In(v/3+1)

(52): 4 In(x+y) = In(—x+3)

In(x+2y) = In(3)
\
On considere la suite (u,),~ définie par: (Vn € N*\ {1});u, =1— 3

a) Montrer que : (Vn € N*\ {1}); up X uz x ... x u = 3 (£

n

~—
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b) Calculer en fonctionde n; S, = Y7, In(u)

c) Déterminer limS,

Etude et représentation graphique :

D’apres la définition de la fonction x — In(x) on peut conclure que :

La fonction x — In(x) est définie, continue, dérivable et strictement croissante sur |0, +oo[

Cours http://www.steinmaths.com 2023-2024


http://www.steinmaths.com

Section I ® Fonction logarithme népérienne

Calculons : lim In(x)
X—>—+oo

Soit A un réel strictement positif. Comme la fonction x — In(x) est strictement croissante sur 0, +oo| et
que 2 > 1 alors : In(2) > 0 (car : In(1) = 0)

Par conséquent, le quotlent ( ) est un réel strictement positif.

Soit n le plus petit entier naturel tel que : n > == (11 suffit de prendre n = E (11{(4;2)) +1)

On multiplie par In(2) on aura : nln(2) > A < 1n(2") > A Comme x — In(x) est une fonction strictement
croissante, alors pour tout x tel que x > 2" nous avons : In(x) > In(2") > A Donc (VA > 0)(38 > 0)(x >
B = In(x) > A) avec : (B =1n(2") ou (B = E( e ) +1). Donc : hm ln( ) = o0

Calculons : lim In(x)
x—0F

Onposet:)—lc, alors:x:%etx—>0+(:>t—>+oo

1
Donc : lim In(x) = lim In (;) =—In(t) = —oo

x—0*t [—o0
D’ou: lim In(x) = —eo, alors la courbe de la fonction x — In(x) admet une asymptote verticale d’équa-
x—0
tion x =0
. In(x
Calculons : lim ()
X—+too X

On considere la fonction f définie sur [1,+/x] par f(z) = In(z), avec x > 1

On a f est continue sur [1,+/x], et dérivable sur |1, /x|

Théoreme des accroissements finies Je € ]1,/x[ tel que (v/x—1)f"(c) = f(v/x) — f(1)
\[ 1 1@ s 2(/a3=1) .

Donc 5 d’ott ==—= =1In(x) , et puisque 1 < c < /x

T2 a0

Alors (\CE D < 2(‘/5_1) < 2(y/x—1) donc Z(f/;l) < lnix) < 2(\[;_1)

Comme lim m = lim M =0, alors lim In(x) -0
X—>+oo x\/)_c X— oo X Xt x

Donc de la fonction x — In(x) admet une branche parabolique vers 1’axe des ordonnées au voisinage de

~+o0

| Tableau de variations |
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La fonction x — In(x) est continue X 0 1 e too
strictement croissante sur |0, 4o<|[, donc elle oo
réalise une bijection de ]0, 4-oo[ & valeur 1 —

dans R, d’ou le réel 1 a un antécédent noté e In(x) 0 /

(le nombre népérien ) In(e) = 1 —oo0 —

' La courbe de la fonction In|
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(T) : y=x— 1 est une droite tangente a la

courbe (Cy,) en A(1,0)

y 2 WU WV

Dérivée de la fonction : x — Inlnu(x)
Soient u# une fonction dérivable, strictement positive sur un intervalle 7, et v une fonction définie sur

10, +oo[ par : v(x) = In(x)

Donc la fonction v o u est bien définie et dérivable sur / eton a :

(vou)'(x) =/ (x) x v/ (u(x)) = 0

u(x)
T Cnéortme)

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle / et strictement positive sur / alors la fonction

f(x) =1In(u(x)) est dérivable sur I etona: (Vx€l); f(x) = o (x)

u(x)
' Exemple

On considere le fonction f définie sur 7 =] — oo, 1{U]2, 40| par : f(x) = In (X£})

Comme la fonction u : x — % est strictement positive, et dérivable sur I, alors la fonction f est

dérivable sur / et ona :

(Vxel);f’(x):“,(x):g:_ 3

u(x)
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Si u est une fonction dérivable sur un intervalle / et ne s’annule pas sur / alors la fonction f(x) =

In(|u(x)|) est dérivable sur I etona (Vx € 1); f'(x) = '::((;))
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— Preuve

S En utilisant la formule suivante :

Propriété

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle / et ne s’annule pas sur / alors les fonctions primi-

' (x)

tives de la fonction x — 77+ sont les fonctions x — In(|u(x)|) +c'®

Application

Déterminer les fonctions primitives des fonctions suivantes :

_ _x6
B =23

&H \
—~ —~
= =
~— ~—
I I
—_ —_
= =
— —
=N
S =
= =
~—
~—
— —~
= =
~— ~—
NV
] =)

h(x) = x21—1
8(x) = tan(x)
u(x) = xlnl(x)
V(.X') = 2x2—Zx—3

Limites référentielles? + & v
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. In(x)
= xl_i)r(1)1+ = —- > x1—1>r41—1°o x 0
. A 1
2— limxIn(x) =0 6— lim n(x) =0; (avecn € N¥)
x—0t x—+oo xM
a N *
3— xl_l)%ler" In(x) =0"; (avecn € N¥) 7 lim In(x) 1
x—1x—1
4— lim 1 = +oo
Jim, n(x) =+ . lirI(l)ln(x—i— 1) _q
\ X— X )
Preuve
2— Onposet = %, alors x = % etsix— 0" ona:r— +oo
) o1 1 . In(z) _
Donc : lim xIn(x) = lim —In( - ) = lim ———~ =0
X0+ t—foo f t t—foo  f
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3— lim X*In(x) = lim ¥* ' (x1 =0
) = g GinG)

fim P8y L <ln(x)> -0

x—too XM x—feoxt—l U x

Soit f la fonction définie sur |0, +eo[ par : f(x) = In(x)
On sait que f est dérivable en 1 et que : f/(1) =1

Par suite : limM = limM =f(1)=1

—lx—1 x—1 x—1
Onposetr=x+1,alorsx=¢t—1letsix—0ona:r—1
1 1 1
limM:limﬂZI
x—0 X t—1t—1

' Exemple

Déterminer les limites 1suivantes : )
1) tim 2 (22 O X+ 1)
X—r-o0 X x—0 x2—x
In(x2 In(x> +2x—2
2) fim MY —(’; +2x22)

1
lim **In (’%1) — lim x (M)

T TT

X—>+o00

==

Onposet:)l—c,alorsx:1etsix—>—i—o<’onat—>0+
1 1 /In(141¢
Donc : lim x%In )i):lim—(m>zo

wn
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X—> o0 X t—0tt t é
1 In(1+1¢
Car: lim — = O et lim <M>:1 S
1—0t1 t—0+ t w
V-4
In(x? 1 1 1 1 1 o
i MEP0) L nG(r£1) - n) | e 1) s
x—feo  x—1 x4 x—1 x—toox — 1 x—1 3
1 1 1 In(z 4
Comme lim n(x) =0 ; lim o 1 ; lim H(X—H = lim & =0 (on pose o
X—+oo X x—+oox — | x—+oo x4+ 1 X—+oo f =
. .oox+1
t=x4+1,8ix— 4o ona t—> +o) et lim =1 —
5 X—too X — I
1 =
Alors lim M =0 =
x—+eo  x—1 <«
e 1 In(x2 1) 2 In(x2 1 1 3
lim _ = lim n +x+1) x R = lim W +x+1) xx+ e
x—0 x2—x )HZO X2 +x X2—x x50  x*+x x—1 —
1 1
Et puisque limw —1lcar:onposet =x>+x,alorssix—0onat—0
x—>(2) X +x
Donc limln(x 2+x—|— D = limln(H_ D =1
x—0 X ii—x t—0 t
Et aussi lim " — = —1
x—0Xx —
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Section I ® Fonction logarithme népérienne

2
1
Donc : limx—;—x+ =—1
x—=0 X —Xx
In(x*+2x—2) . In(x*+2x-2) x*+2x-3

4 =
.xl—r>1} x2+4x—5 xl—r>r%x3—|—2x—2—1xx2—|—4x—5
. In(x*+2x—-2)
Comme : lim————=%

=1 : — x3 4+ 2x — 2 alors si 1 1
B 21 (car : on pose t = x” + 2x alorssix—lonat—1)

. In(x*4+2x—2) In(z)
donc lim—a X7 iy
one gﬁﬁi@x—Z—l =1
Bt aussi lim 5 T2 =3 _ fjyy X EIE=D 5

12 +4x—5 x=1 (x+5)(x—1) 6

. In(x*+2x-2) 5
Donc : lim—> ==/ _ 2
o T2 s T 6

Applicaton : 1

On considere la fonction f,, définie sur ]0,+oof par : f,(x) = 2 — L avec n € N* — {1}

n X

Calculer lim f,(x) et lim f,(x)
x—0F

X—>+-o00

Calculer f(x) pour tout x €]0, 40|

Etudier les variations de f;,

En déduire que 1’équation f,(x) = 0 admet une solution unique u,

Applicaton : 2

Partie I

On considere la fonction g définie sur [0, +oo[ par : g(x) =x— (x+ 1)In(x+1)

Calculer lim g(x)

X—r+too

Montrer que (Vx € RT) ¢'(x) = —In(x+1)
En déduire que la fonction g est décroissante sur R, et que (Vx € RT) g(x) <0
Partie 11

In(x+1)—x
x

On considere la fonction f définie sur | — 1, 40| par : f(x) =
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Soit (Cy) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O,?; f)

avec |[i]| = 2cmeet || ]| = 2cm
Etudier la continuité de f au point xo =0 :
Soit x € R% on pose A(t) = t*(In(x+1) —x) —x>(In(t + 1) —1)

KX Montrer que : (3¢ €]0,x[) h'(c) =0
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R . 1)—
¥ En déduire que 11mw =—1
x—0 %

Etudier la dérivabilité de f en 0, puis donner une interprétation géométrique de ce résultat.

Calculer : lirerl flx) l(im)+ f(x), puis donner une interprétation géométrique de ces résul-
X—ro0 x—(—1

tats.

Montrer que : Vxx €] — 1,0[U]0, +oo[; f/(x) = %
m Etudier les variations de f, puis dresser sa table de variations

—

14| Tracer (Cy) dans le repére orthonormé (0,?; ])

m Fonctions logarithmiques de base «

Définition et regles de calcul

Définition
D Définition
Soit a un réel strictement positif et différents de 1
In(x

La fonction notée par log, définie sur |0, 4-oo par : (Vx € ]0,+o0) ; log,(x) = ﬁ
S’appelle : la fonction logarithmique de base a

' Exemple

e Pour:a=e;onaura:log,(x) = @ =In(x)

e log,(a) = Egzg =1

1.CHAPTER 1 FONCTIONS LOGARITHMES
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Propriété et regles de calcul
Toutes les propriétés de calcul qu’on a vu concernant la fonction In restent valables pour la fonction
log, .

» (Vx> 0) (Vy > 0);log,(xy) =log,(x) +1log,(y)

> (Vx> 0);log, (1) =—log,(x)

» (Vx> 0) (Vy>0);log, (’y—‘) = log,(x) —log,(y)
)

» (Vx> 0) (VreQ);log,(x") = rlog,(x)
L J

Preuve

Pour démontrer les propriétés précédentes il suffit d utiliser la définition de la fonction log,, et les

propriétés de la fonction In

La monotonie

Soit a un réel strictement positif et différents de 1

On considere la fonction f, définie sur |0, +oo[ par : f,(x) = log,(x) = %

Comme la fonction x — In(x) est dérivable sur |0, +oo[, alors la fonction fest dérivable sur |0, +oo[ Donc

(Vx €]0,400]); f/(x) = L)

~ xln(a
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Section II @ Fonctions logarithmiques de base a

Sia €]0,1[ alors In(a) < 0 Sia €]1,+oo alors In(a) > 0
Donc (Vx €]0,4-c0[); f/(x) <0, Donc (Vx €]0,4c0[); f'(x) > 0,
Alors f est strictement décroissante Alors f est strictement croissante
sur |0, +oo] sur ]0, +oof
+oo
oo +eo

' — /
/
8
TN
o —_
\H Q
\

D Définition

La fonction logarithmique de base 10 s’appelle la fonction logarithmique décimal et se note
par log

(Vx €]0,4e0]); log(x) = 11111(10)

log(10) = 1

(Vx> 0) (Vre Q); log(x) =r<x=10"
(Vr € Q):log (10") = r

(Vx> 0) (¥r € Q); log(x) > r < x > 107
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(Vx>0) (VreQ);logx) <re0<x< 10 )
\
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Section II @ Fonctions logarithmiques de base a Q

—e Preuve
log(10) = }Eﬁg; =1; (log,(a) = 1)
(Vx> 0) (vVr € Q); log(x) =r < IL“((I’B)) =r
< In(x) = rin(10)
< In(x) =1n(10")

Sx=10"

(Vr € Q); log (107) = rlog (10) = r

(Vx> 0) (Vre Q); log(x) >r< % >r
< In(x) > rIn(10); (car In(10) > 0)
< In(x) > In(10")

< x > 10"; (car la fonction In est strictement croissante )

Application

Résoudre dans R I’équation log(x+ 1) = log,  ; (x)

Résoudre dans R I’inéquation : log, (x) > log,(2)
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