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Série d’exercicesII

Exercice : 1

Déterminer l’ensemble de définition des fonctions suivantes :

1 f (x) = 3
1−ln(x)

2 g(x) = ln(5− x)+ ln(x2 −3)

3 u(x) = ln(x+1)
ln2(x)

4 v(x) = ln
(

ln(x+1)
1−ln(x)

)

Exercice : 2

Résoudre dans R les équations et les inéquations suivantes :

1 ln(−x2 +2x) = 0

2 ln(x+4)+(x−1)− ln((x+4)2) = 0

3 ln(−x2 +2x)> 0

4 ln(x+4)+(x−1)− ln((x+4)2)≤ 0

5 ln(x)+ ln(x+3) = 2ln(2)

6 sin(ln(x)) = sin
(
ln
(1

2

))
7 ln(x)+ ln(x2 −5)> ln(2)+ ln(x2 −3)

8 ln2(x)− ln(x)−2 < 0

Exercice : 3

Calculer les limites suivantes :

1 lim
x→+∞

ln(x)− x

2 lim
x→+∞

ln
(√

x+ x2)
x−1

+
x

ln(x)

3 lim
x→0

ln(x+1)− x
x2
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4 lim
x→1

sin(ln(x+1)− x)
x2

5 lim
x→ π

4

ln(tan(x)))
tan(x)−1

Exercice : 4

On considère la suite (un)n>1 définie par : (∀n ∈ N∗ \{1}) ; un = 1− 1
n2

1 Montrer que : (∀n ∈ N∗ \{1})
u2 ×u3 × ...×un =

1
2

(n+1
n

)
2 Calculer en fonction de n

Sn = ∑
n
k=2 ln(uk)

3 Déterminer limSn

Exercice : 5

Soient a et bdeux réels strictement positifs, montrer que (∀a > 0) (∀b > 0)
ln(2)+ 1

2(ln(a)+ ln(b))≤ ln(a+b)

Exercice : 6

Soit g la fonction numérique définie sur I = [a,+∞[ par :
g(x) = x2−a2

2ax − ln
( x

a

)
; avec a ∈ R∗

+

1 Étudier les variations de g

2 Montrer que : ∀x ∈ I
ln
( x

a

)
< x2−a2

2ax

3 Montrer que : ∀x ∈ I
2 x−a

x+a < ln
( x

a

)

Exercice : 7

Soient a ; b et c trois réels strictement positifs On considère la fonction f définie par : f (x) =
ln(abx)−3ln(a+b+ x)
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1 Étudier les variations de f

2 En déduire que : ∀x ∈ R∗
+

f (x)≤ f
(a+b

2

)
3 Montrer que : f

(a+b
2

)
≤−3ln(3)

4 En déduire que : abc ≤
(a+b+c

3

)3

Exercice : 8

On considère la fonction fn définie sur ]0,+∞[ par :
fn(x) = lnx

n − 1
xn avec n ∈ N∗−{1}

1 Calculer lim
x→0+

fn(x) et lim
x→+∞

fn(x)

2 Calculer f ′n(x) pour tout x ∈]0,+∞[

3 Étudier les variations de fn

4 En déduire que l’équation fn(x) = 0 admet une solution unique un

Exercice : 9

Partie I
On considère la fonction g définie sur [0,+∞[ par : g(x) = x− (x+1)ln(x+1)

1 Calculer lim
x→+∞

g(x)

2 Montrer que (∀x ∈ R+)
g′(x) =−ln(x+1)

3 En déduire que la fonction g est décroissante sur R+, et que
(∀x ∈ R+) g(x)≤ 0

Partie II
On considère la fonction f définie sur
]−1,+∞[ par : f (x) = ln(x+1)−x

x

Soit (C f ) la courbe représentative de la fonction f dans un repère orthonormé
(

O,~i;~j
)

avec ||~i||= 2cm et ||~j||= 2cm

1 Étudier la continuité de f au point x0 = 0 :

2 Soit x ∈ R∗
+ on pose

h(t) = t2(ln(x+1)− x)− x2(ln(t +1)− t)

a Montrer que : (∃c ∈]0,x[)
h′(c) = 0
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b En déduire que lim
x→0

ln(x+1)−x
x2 =−1

2

3 Étudier la dérivabilité de f en 0, puis donner une interprétation géométrique de ce résultat.

4 Calculer : lim
x→+∞

f (x) ; lim
x→(−1)+

f (x), puis donner une interprétation géométrique de ces

résultats.

5 a Montrer que :
∀x ∈]−1,0[∪]0,+∞[

f ′(x) = g(x)
x2(x+1)

b Étudier les variations de f , puis dresser sa table de variations

6 Tracer (C f ) dans le repère orthonormé
(

O,~i;~j
)

Exercice : 10

Partie I
On considère la fonction g définie sur ]0,+∞[ par : g(x) = 2ln

(x+1
x

)
− 1

x+1

1 Calculer lim
x→+∞

g(x) et lim
x→0+

g(x)

2 a Montrer que : (∀x > 0)
g′(x) =− x+2

x(x+1)2

b Étudier les les variations de g
c Montrer que : (∀x > 0) ; g(x)> 0

Partie II

On considère la fonction f définie par :


f (x) = x2 ln

(x+1
x

)
x > 0

f (x) = x
ln(1−x) +1 x < 0

f (0) = 0
Et soit (C f ) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O,~i,~j)

1 Étudier la continuité de f en 0

2 Étudier la dérivabilité de f à gauche et à droite en point 0 , puis donner une interprétation
géométrique de ces résultats

3 a Calculer les limites suivantes : lim
x→+∞

et lim
x→−∞

b En déduire les branches infinies de la courbe (C f ) au voisinage de −∞ et +∞

4 a Calculer f ′(x) ; ∀x ∈ R∗

b Étudier les variations de f

5 Tracer la courbe (C f ) dans un repère orthonormé (O,~i,~j)
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Exercice : 11

Soit f une fonction définie par :
f (x) = ln

(
x+

√
1+ x2

)
, et (C f ) sa courbe dans un repère orthonormé (O,~i,~j)

1 Déterminer D f l’ensemble de définition de f

2 a Calculer lim
x→+∞

f (x)

b Montrer que (∀x ∈ D f )

f (x) =− ln
(√

1+ x2 − x
)

c Calculer lim
x→−∞

f (x)

d Étudier les branches infinies de (C f ) au voisinage de +∞ et −∞

3 Étudier les variation de f

4 Montrer que f réalise une bijection de R vers un intervalle J à déterminer.

5 Tracer (C f ) et (C−1
f )

Exercice : 12

On considère la fonction h définie sur ]0,+∞[ par :

{
h(x) = ln(x)

x−1 x 6= 1
h(1) = 1

1 Vérifier que h est continue en 1

2 Montrer que ∀x ∈
]
−1

2 ,+∞
[

; x− x2

2 + x3

3 − x4

4 ≤ ln(x+1)≤ x− x2

2 + x3

3

3 Étudier la dérivabilité de h en 1

Exercice : 13

On considère la fonction f définie par :
fa(x) = ln(αx+(1−α)a)−αx
Avec α ∈ ]0,1[ et a ∈ R∗

+

1 Calculer f ′a(x) ; ∀x ∈ R∗
+

2 Étudier les variations de fa

3 En déduire (∀x ∈ R∗
+)

f(x)≥ (1−α) ln(a)

4 En déduire (∀(x,y) ∈ R∗
+×R∗

+)
αx+(1−α)y ≥ xαy1−α
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Exercice : 14

On considère la fonction g définie par : g(x) = 1
x2 ln

(√
1−x2

cos(x)

)
1 Déterminer Dg l’ensemble de la définition de la fonction g

2 Calculer les limite de g aux borne de Dg
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