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Calcul Trigonométrique

Les orientations pédagogiques

Capacités attendues

.La simplicité est recommandé pour présenter ce
chapitre en utilisant tout les technique connu par
I’éleve
. Utiliser le cercle trigonométrique pour résoudre
des inéquation trigonométrique simple sur des

intervalles de R

. Maitriser les différentes formules de
transformation ;

. Résoudre les équations et les inéquations
trigonométriques se ramenant a la résolution
d’équations et d’inéquations fondamentales ;

. Représenter et lire les solutions d’une équation

et d’une inéquation sur le cercle trigonométrique.

Les prés-requis

Les extensions

Calcul trigonométrique .
Equations inéquations et systemes .

Le produit scalaire .

Les limites
La dérivation

les nombres complexes




Rappel

Compléter le tableau suivant par le signe de cos(0), sin(0) et tan(6) :

i KeRR%)
o
528
|
Q
|
SRR
(@]

T
0 s
. 2 ﬂ
(6)
(6)
(6)
Compléter le tableau suivant :
0 0 T T T T 2 3r Sw T
6 4 3 2 3 4 6
sin(0)
cos(0)
tan(0)
Compléter les transformations suivantes :
Pour tout réel 6, on a :
COS(—0) = oo , SIN(—0) = oo
COS(M+0) = oo, ) SIN(T4+0) = oo
COS(T—0) = ioiieinnieiinnen. ) SIN(T—0) = .eovviiiiiicenn.
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cos(g—i—Q): ........................ , s1n(g+9) e T
-
2 Y sin(0) T . e
cos” () +sin”(0) = ........... , cos(8) /G#E-I-kﬂ,kEZ E
<
=
Q
—
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Section I @ Formules de transformation :

u Formules de transformation:

Formules d’addition :

: 2 N R 4E —
Soient (P) un plan rapporté & un repere orthonormé direct (O; i ;

soient (U) le cercle trigonométrique et a et b deux réels.
On considere les points A et B du cercle (U) tels que :

(i ;02) =a2m]et (i ;03) = b[27].

T)et

Montrer que : (02;03) = (b—a)[27].
Calculer OA.OB et déduire que cos(b —a) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).
Montrer que : cos(a+ b) = cos(a)cos(b) — sin(a) sin(b).

Montrer que : sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(
Déduire que : sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a )sm(b
18l Montrer que : cos(2a) = 2cos?(a) — 1 et sin(2a) = 2sin(a) cos(a).
tan(a) —tan(b)

1 +tan(a).tan(b)
tan(a) +tan(b)
1 —tan(a).tan(b)

Montrer que : tan(a —b) =

2tan(a)
1—tan?(a)

En déduire que : tan(a+b) = et tan(2a) =

=
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Propriété
cos(a —b) = cosacosb +sinasinb
sin(a—b) = sinacosb — cosasinb

tana —tanb km
Bl tan(a—?) 1 +tana x tanb (a=b) €R\ { 2’ ke }

1.CHAPTER 1

cos(a+b) = cosacosb —sinasinb
sin(a+b) = sinacosb + cosasinb

E tan(a+b) _ tana +tanb
1 —tana X tanb

(a+b) GR\{%E; keZ}
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Section I @ Formules de transformation :

— OV !

Montrons que cos(a —b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b). En effet :

Dans le repere orthonormé on considere deux vecteurs unitaires etV tel que ( i, 7) =a
q\
et| i, V| =b.

D’une part U.V =cos( W,V ) carles deux vecteurs sont unitaires.
D’autre part en se basant sur la relation de Chasles, on a :

(ﬂ) = <7,_z>) + <_l>,7) = b — a, donc cos (ﬁ) = cos(b — a) = cos(a —
b) (1).
Les composantes des deux vecteurs sont : w ( Zi’; Z ) et v < cosh ) '

sinb
Or W.V = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b) (2).
Finalement d’aprés (1) et (2) on obtient cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
Remplacer b par (—b) dans 1’équation précédente.

cos(a+b) = cos(a— (—(b)) = cos(a)cos(—b) +sin(a) sin(—b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b

T
Il suffit de remplacer b par (5 — b) dans la deuxieme formule. On aura alors :

cos (a— (g—b)) = cos (a—g—l-b) = Cos <a+b—§) = Cos (g—(a-l—b)) = sin(a+ D)

D’autre parton a :

coS (a— (g —b)) = CcOSacos (g —b) -+ sinasin (g —b) = cosasinb +sinacosb

D’ot1 on obtient le résultat : sin(a + b) = sinacosb + cosasinb

sin(a —=b) =sin(a+ (—b)) = cosasin(—b) + sinacos(—b) = —cosasinb + sinacosb

=
)
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—=sinacosb —cosasinb

Soit (a+b) € R\ {%” ke Z}.

. . . sinacos b+cosasinb sinacosb cosasinb
Sln(a + b) _ sinacosb +cosasinb _ cosacosh cosacosh + cosacosh

cos(a+b) - cosacosh — sinasinb ~ Ccosacosb—sinasinb  cosacosb __ sinasinb
cosacosb cosacosb  cosacosb

_ tana -+ tanb
1 —tana X tanb

tan(a+b) =

1.CHAPTER 1

E Remplacer b par (—b), on obtient :

B _ tana-+tan(—b)  tana—tanb
tan(a —b) = tan(a + (=b)) = T———— tan(—b) 1+tana x tanb
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Section I @ Transformation des produits aux sommes et des sommes aux produits

Formules de duplication :

cos(2a) = cos?(a) —sin’(a)
cos(2a) = 2cos>(a) — 1

cos(2a) = 1 — 2sin®(a)
sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

(2a) =
2tan(a
tan(2a) = tta—n(2())
. J

OV !

cos(2a) = cos(a+a) = cosacosa —sinasina = cos’a — sin’a

cos(2a) = cos?a —sin’a = cos®(a) — (1- cosz(a)) = cos'a) = 1+ cos?(a) = 2cos?(a) — 1.
cos(2a) = cos®a —sin’a = (1 —sin*(a)) —sin*(a) = 1 — sin*(a) — sin*(a) = 1 — 2sin*(a).

sin(2a) = sin(a+ a) = sinacosa + cosasina = 2sin(a) cos(a)

t t 2t
tan (0 TN ) ~ ana+tana ana

1 —tana x tana 1 —tan2a

m Transformation des produits aux sommes et des sommes aux produits
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Calculer cos(a + b) +cos(a —b), sin(a+ b) + sin(a — b) et cos(a+b) —cos(a —b).
Onpose p=a+betg=a—>b.
rPt+q P—q

Vérifi ra=——eth="——
érifier que : a 7 © 5

En déduire cos(p) + cos(g), sin(p) + sin(q) , cos(p) — cos(q) et sin(p) — sin(q).

1.CHAPTER 1
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Section I @ Transformation des produits aux sommes et des sommes aux produits

Transformation des produits aux sommes :
cos(a).cos(b) =
sin(a).cos(b) =

1
5] sin(a).sin(b) = —E(cos(a+b)—cos(a—b))
Transformation des sommes aux produits :

cos(p) +cos(q) :2cos(p—2i_q).cos(p_q)

(cos(a+b)+cos(a—b))

N"‘l\)l’—‘

(sin(a+b) +sin(a—b))

2
sin(p) +sin(g) = ZSin(p;q).cos(pT_'_q)
cos(p) —cos(q) = —ZSin(p;q).sin(p;q)
sin(p) — sin(q) — zcos(p;“q). sin(”T“’)
\_ J

Lien entre coordonnées polaires et coordonn(ﬁartéﬁnes :

. e N .
Soit (O, i ,?) un repere orthonormal direct.

Si M est un point ayant pour coordonnées cartésiennes (x;y) dans le repére (O,
coordonnées polaires (r;8) alors :

r=\/x2+y2%; xX=rcos@ ; y=rsin0

Notons (U) le cercle trigonométrique de centre O. La demi-droite [OM) coupe (U) en N.

On a donc 0—11)4: rO—]>V.
N € (U) donc ses coordonnées cartésiennes sont (cos@;sin@). Celles de M sont donc

Y
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(rcos@;rsin@). :
Par unicité des coordonnées, x = rcos 6 et y = rsin 6. -
De plus OM? = x> +y? et OM = r donc r> = x> +y*. D’oir : &
=
r= @ty =

x=rcos0

y=rsinf

Application

Ecriver les coordonnées polaires du point A (

1\/§
202
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Section IT @ Transformation des produits aux sommes et des sommes aux produits

. oY1
Ecriver les coordonnées cartésiennes du point B (2\/§ , ?> .

Solution :

Ecrivons les coordonnées polaires du point A (—%, ?) .
N2 (v3\ [T 3
Eneffet: r = (—5) + (7> :\/;:1.
CTISES d’ou Ezl[zn].AinsiA(l 2—”)
sing =% = 33 3 K

6
cos =% = x = rcos 6 = 2v/3cos %”) :2\/§><%:\/§
sinf =2 —s y = rsin® = 2/3sin (3Z) =2v/3x L = -3
Ainsi B (V3 , —3).

£ c (o . Sn
Ecrivons les coordonnées cartésiennes du point B ( 2+/3, —) ‘

En effet : {

Formules de transformation :

On veut transformer I’écriture suivante  acosx+bsinx en rcos(x— @) ou r et ¢ a déterminer au fur
et a mesure.

r=+va?+ b?
En effet, on sait que ¢ a = rcos @
b=rsin@

D’ol : acosx+ bsinx = rcosxcos @ + rsinxsin ¢ = r(cosxcos @ + sinxsin @) = rcos (x — @)

D)
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r=+va%+b?
acosx+bsinx = rcos (x — @). ol { a=rcosQ
b=rsin@

Application

Transformer 1’écriture v/3 cosx 4 sinx.

Transformer I’ écriture —v/3 cos (g) +sin (g)

1.CHAPTER 1

Solution :

Transformons 1’ écriture v/3 cosx + sin.x.

En effet r = |/ V3 412 =2;co8¢Q = g etsing = 4
T T
D’ou ¢ = E[Zn] Ainsi v/3cosx + sinx = 2cos <x— E)
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Section IIT  Equations et inéquations trigonométriques

Transformons 1" écriture —v/3 cos (g) + sin (;—C>

En effet r = (—\/§)2+12=2;005(p: _T\/§ etsing = 4

Do = o], A Acon () i () =200 (3) - )

m Equations et inéquations trigonométriques

N

Soit a et b deux réels :

sina=sinb < (a=b+2kx keZouwa=m—b+2km sk E€Z)
Soit a et b deux réels :

cosa =cosb < (a=b+2kn k€Z ouw a=—b+2kn sk E€Z)

Soit a et b deux réels de R\ {5 +2km; k € Z} : tana =tanb < a =b+km; k € Z
\_ J

v Remarque
. T
sinx=1&x= 5+2k7z:

T
sinx=—-1&x= —§+2kﬂ:

sinx=0&x=krm

Application
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Résoudre dans | — 7 ; &[ I’équation sin (x — %) = 1
Solution :
T _ T
sm(x—l-g):E(:)sm( —§>:smg(:> ou »
T _ T
—F=TM—%+kx2nm E
x=2%4+kx2rx =
& | ou @)
x=2Z+tkx2n =
’s . _ ._ 5
Sur I'intervalle | — 7 ; n[,ona.” = {J:—F
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Section IV @ L’équation : acosx+bsinx =c¢

m L'équation: acosx+bsinx =c

avec a, b et ¢ des nombres réels /(a,b) # (0,0)

Ona: acosx+bsinx = va?+b?cos(x— )t € R avec a € R donc :
acosx+b.sir.1x =c&Va? +b2cos(x—'a? =c&cos(x—a) = \/azCJribz(l)
On peut distinguer deux cas : On peut distinguer deux cas :

T €] — oo~ UL, +eo]

dans ce cas I’équation (1) n’admet pas de solutions dans R

2émecas: —1 < —£2— <1

Va2+b? —
donc il existe un réel B tel que cosf = \/ﬁ d’ou: (1) & cos(x—a) =cosf -x—a = B +2kmw ou

x—o=—-PB+2knsx=a+P+2kroux=a—f+2kmaveckcZ

Application

Résoudre dans R les équations suivantes :
cosx++/3sinx =3
V/3cosx+sinx = 1
Solution
Ona(l)<2 (%cosx—i— gsinx) = 3avec (2 =12+ \/ﬁ) - cos Z cosx+sin % sinx = % &

cos(x—%) = % et comme % ¢ [—1,1] donc I’équation (1) n’admet pas de solutions dans R

ler cas:

On a(2) V/3cosx+sinx =1 (2) 2 (@ cosx—l—%sinx) =1 e cos g cosx +sin g sinx = % &

cos(x—£)=cosfeox—EF=5+2%noux—f=-342knox=%+5+2kn Oux=
%—§+2kﬂ: keZ-x:§+2k7roux:—%+2kﬂ: keZ
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