Limite d’une suite numérique

u Suites numériques

Généralités sur les suites

suite majoré, suite minoré, suite bornée

Soit np un entier naturel et I'intervalle / = {n € N tel que n > ng}

D Définition

- On dit que la suite (u,) est majorée s’il existe un réel M tel que: (Vnel) u, <M.

nzngy

- - Ondit que la suite (u,) est minorée 8’il existeunréel mtelque: (Vnel) u, > m.

n>ng

- On dit que la suite (u,) est bornée si elle est a la fois majorée et minorée..

n>ng

= Monotonie d’une suite

Ig .o .
\qh) D Définition

= - On dit que la suite (uy),,~,, est croissante si:(Vn € 1) w1 —uy >0
= >

S - On dit que la suite (#y),,,, est décroissante si:(Vn € 1)  upy1 —up < 0.
o >

)

; - On dit que la suite (uy),,,, est constante si: (Vn € 1)  upy1 = up

2

S 3 suite arithmétique, e d’une suite géométrique

D i)éﬁnition

On dit que la suite (u,) est arithmétique s’il existe un réel r (indépendant de n ) tel que :

n>ng
(Vnel) uppi—u,=r

Le nombre r est appelé la raison de la suite (#y),,>,, -

o
>
G~
E
|
5
b
=
=3
©
<
O




Section I e Suites numériques

) Proposition
Somme d’une suite numérique :

Si la suite (uy) est une suite arithmétique de raison r, alors pour tout (n; p) € I :

n>ng
n—p+1

) (”p + uy)

up=up+m—p)r et u,tup1+...+tu,=

' Exemple

La suite (Uy )y, définie par U, = 3 + 3 est une suite arithmétique,car

2 1 2 2
(n3+ ) +3— <_n + 3> = §.La somme de cette suite est :

Un+1 U, = 3

Up+ U, -+ 6 1
S:UO+U1+ ...... Unzyx(n_'_l):(n;_ )(I’l—; >.

Application

Soit (uy) une suite numérique définie par : 4y, — 1 =)
’ (Vn € N);upi1 = i o
4y, &
=
1 =
Montrer que (Vn € N);u, > 5 =
=
— Qb —1)? =
Montrer que uy, 1 — u, = M S
4uy, 7
Déduire que (u,) est décroissante et que (Vn € N);u, < 1. %
3 LY
Soit (v,) une suite définie par (Vn € N);v, = . =
2u, — 1 =
Montrer que (v,) est une suite arithmétique de raison r = 3, puis calculer vy. =
]
1 2
Déterminer v, en fonction de n puis déduire (Vn € N);u, = > (Z::__ 1). =
~
Calculer S=vg+vi+vy+...+v. E
Z
=
Suite géométrique, somme d’une suite géométrique 2

D Définition
Une suite géométrique (U,) est définie par :
- un premier terme ug ou ip.

- Une relation de récurrence u, 1| = g X u,, q étant que la raison de la suite u,,.
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) Proposition

(4n) >, €St UNE suite numérique . q est un nombre réel non nul . Soit (1), ,, une suite géométrique

n>ng

de raison g et de premier terme u,, Pour la somme suivante :

Sn:Zui:up+up+1+up+2—|—...—|—un oua:
i=n
i=n

q(n_p+1)_1 )
= Sig#lona$,=|—————| Xup.
g—1
i=n
=Sig=1:5=Y uj=u,(n—p+1).
i=p

* Propriété caractéristique : Vp > no;Vq > ng : ug = up x q4°P (avec qet pde N).

' Exemple
Upi1

Soit (u,) une suite définie par : u, = 3"*!, Alors (u,) est une suite géométrique car —— = ST
Un

3n+2

donc u,4+1 = 3 X u,. La somme de cette suite géométrique est :

l_qn-l—l 1_3n+1
1—q  1-3

4

S=up+tu+......... +u, = ug X

Application

=
=)
o
[
&
=
=
=
Z
=
e
=]
=
75]
=
Z
=}

Soit (u,) une suite numérique définie par : 2
(Vn e N)suyq =

Un
3—2u,

Calculer u; et uy.

Montrer que (Vn € N);0 <u, <1
2 —1
Montrer que pour tout 7 de N : w1 — 1, = 24n (U —1)
3 —2u,
Montrer que la suite (u,) est décroissante.

Un

1.CHAPTER 1 LIMITE D’

on considere la suite (v,,) définie par : (Vn € N);v, =

uy, — 1
PPN ) | B
Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison g = 3 puis calculer v

n Exprimer v, en fonction de n
1

143"

Déduire que : (Vn € N);u, =
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Section I e Suites numériques

on pose (VneN*);S, = vog+ v+ -+ + v,—1 Montrer que : (VneN¥);S, =
-3 1\"
(1= (z
(-))

Limite d’une suite numérique

Limite finie d’une suite numérique

Compléter le tableau suivant :
110 | 10° | 10° | 107 | 10° | 10"

=|>—=N|_=|~g| Ko || =
+ S
[\

Que concluez-vous lorsque 1’entier naturel n prend des valeurs de plus en plus grands

Déterminer les limites suivantes :

limn : lim a2 ; limn’p>4 ; lim —; lim —
n— +oo n—y—oo n— oo n——+oo \ /N n—+oo

Limite finie d’une suite numérique

D Définition

Soit (uy),; une suite numérique et / un nombre réel. On dit que la suite (u,) tend vers [
quand n tend vers oo si, pour tout intervalle ouvert contenant / contient toutes les valeurs u,

a partir d’un certain rang.et on écrite lim,,—, ;o 4, = [

) Pnsition

Soitpe Netp >4

=
=)
o
[
&
=
=
=
Z
=
e
=]
=
75]
=
Z
=
e
=
e
(=]
=
=
—
Y
&
=
e
=
<
=
=
v

.1 .1 .1 . 1 . 1
Iim-=0 ; Ilm-—==0 ; 11m—3:0 ;  lim —=0 ; Ilim —=0,p>4
n—eo g n—eo n—oo g n—+oo /0 n—+-oco pP
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' Exemple

v Ona:lim, .

2n? +1 1 1 2n? +1
% =lim; .2+ = puisque lim;,_o == 0 alors lim;;_e0 % =
7 ; 7 A n . n X
v Ona:lim,_e " 7} n_ lim;, o0 n_4 — 24 =lim; oo — — — puisque lim;, o0 — = Oetlimy—eo— =0
, ! n n n n n n
n

2

alors lim;,_e0

[ Remarque

Si une suite admet une limite finie, alors cette limite est unique.

Limite infinie d’une suite numérique

D Définition
On dit qu’une suite tend vers oo si tout intervalle de la forme ]A, +oo[ contient tous les termes

de la suite sauf un nombre fini d’entre eux (c.-a-d. contient tous les termes de la suite a partir

\. J

d’un certain rang). Cette définition se traduit formellement par :

=
=)
=
VAeR INeN VneN (m>=N=u,>A). &
=
=)
P Z
On écrit alors =
=
=]
=)
7]
lim u,, = +o0 ou plus simplement, quand il n’y a pas ambiguité, limu = oo ou u — +oo. =
n—yoo
=)
a
On dit qu’une suite tend vers —oo si tout intervalle de la forme ] —eo, A[ contient tous les =
(=]
termes de la suite sauf un nombre fini d’entre eux. Cette définition se traduit formellement 5
r:
pa =
VAeR INeN VneN (n=2N=u,<A). g
2
On écrit alors lim,,_, 14, = —o0 ou plus simplement, quand il n’y a pas ambiguité limu = —oo o=
Q
ouuy — —oo =
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) Proposition
Soitpe Netp >4

lim 1 = 4-o0; lim n? = +oo0; lim n° = +oo; lim /1 = +o0; lim n” = 4o, p >4
n—ro0 n—roo n—ro0 n—r—+oo n—r—+oo

' Exemple

v Ona:lim, e

w41
12

1 5n*+6

o= +oov Ona: lim,Hoon\/_n—an+

. | . 1 . .
=lim,yen+ —5 puisque lim,; 0 — = O etlim,, ,con = +oo alors lim,,_,..n+
n n

6
n

6
limy o0 — = 0 et limy,_se0 517 = 40
n

Application

Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite de la suite (u,) définie par :
Uy =213 —3n% +4n

0w, =n*—5yn
B

e g 808 80
I
<

up =+/n+1-2n
E up = V3n2+4—n
| =

B 2n+1

Limite d’une suite géométrique ( ¢" ou g € R)

2= Proposition

Soit q un nombre réel.

=
=
o
[
&
‘=
=
=)
4
=
e~
=]
=
1701
=
4
I
=)
=
e
(=]
=
=
[
v
&
=
e
R
<
=
&
v

oSi—1 < g <1 Alors lim;, . q¢" = 0.
© Sig>1 Alors lim,_,.q" = .

©Sig=1 Alors lim,__,.q" = 1.
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Section I e Suites numériques

' Exemple

n—yoo n—oo

(1) 1., % 6.,
> lim 3 :0(car—1<§) < 1); lim 3 = +oo(car-)" >)

Application

Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite de la suite (u,) définie par :

1 2C AR gt

Criteres de convergence d’une suite numérique

D Définition
Soit (uy),; une suite numérique.
-On dit qu’une suite numérique (u, ), est convergente si elle admet une limite finie.

- On dit qu’une suite numérique (), est ‘divergente si elle n’admet pas une limite finie.

' Exemple
1

o La suite définie par u,, = — est convergente car dimy, oo, = 0.
n

4

o La suite définie par v, = n3 est divergente car :lim,,— oV, = +oo.

T (Théorsme)

* Toute suite croissante et majoré est convergente.

=
=)
o
[
&
=
=
=
Z
=
e
=]
=
75]
=
Z
=}

* Toute suite décroissante et minoré est convergente.

Ce théoreme est dite théoreme de la convergence monotone.

) Remarque

Ce théoreme assure la convergence d’une suite mais ne détermine pas sa limite.

' Exemple

1)-On considere la suite numérique (u,) définie par up = 0 et pour tout n € N : w1 = /2 +u,

1.CHAPTER 1 LIMITE D’

Montrons par récurrence que pour toutn € N: 0 <u, <2

- Initialisation : Pour n =0, 0n a g =0; donc : 0 < ugy < 2.
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- Hérédité : Soit n € N. Supposons que 0 < u, < 2 et montrons que 0 < u,, 1 < 2.
Ona:0<u,<2=2<2+4u, <4=V2<24u, <2=0< 1y <2
- Conclusion : Pour tout n € N : 0 < u, < 2 Etudions maintenant la monotonie de la suite (u,) : On a

pour toutn € N :

24u,—u2 (up+1)(2—u)
Ups] —Up = \/2+ Uy — up = =
ntl " il = U V2 +u,+u, V2 +u, +uy,

(un +1) (2 —up)
\/m+un

Ainsi, la suite (u,) est croissante majorée par 2 , donc elle est convergente.

Comme 0 < u,, <2 alors > 0 pour tout n € N, donc u, 1 —u, > 0.

u2+ 1
2u,

2) On considere la suite numérique (u,) définie par uy = % etpourtoutn € N:u, | =

Montrons par récurrence que pour tout n € N : u, > 1

-Initialisation : Pour n =0, on a ug = % ;donc ug > 1.

uZ 41
2u, B

- Hérédité : Soit n € N. Supposons que u,, > 1 et montrons que u,+1 >1.0Ona:u,; |1 —1=

—1)? —1)?
M. Comme u,, > 1, alors (n —1)”
2u,, Up

- Conclusion : Pour toutn € N:u, > 1

1= >0;dou: uypy > 1.

Etudions maintenant la monotonie de la suite (1) :

2 1 1— 2
it l u, = “n Puisque u, > 1, alors #2 > 1. Donc :
2u,, 2uy,

On a pour tout n € N : uy 1 —u, =

2
1 —u;

2uy,
par 1, donc elle est convergente.

) Proposition vA l

Soient (up)en et (Vn)nen deux suites tel que u, < v, pour tout n > ny.

<0, c’est-a-dire : u, 1 —u, < 0. Ainsi, la suite (u,) est décroissante. De plus, elle est minorée

* Si limy,—oolt;, = +o00 Alors lim;,, oV, = —oo.

* Silimy, - oV = —oo Alors limy,, oolty; = —oo.

| Exemple

- Soit (V). une suites tel que : v, = —n* —4n—4  (Vn € N)

=
=)
o
[
&
=
=
=
Z
=
e
=]
=
75]
=
Z
=
e
=
e
(=]
=
=
—
e
&
=
e
=
<
=
=
v

Donc : (Vn € N) ;v, < —n?. Puisque lim,,_, ;o(—1?) = —oo alors lim,,_, o0 v, = —oo.

- Soit (), une suites tel que : u, =n®+4n  (Vn € N)
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Donc : (Vi € N) ;u, > nS. Puisque lim,,_, o (n®) = 400 alors lim,,_, ;o0 tt, = +oo.

) Proposition ' ﬁ
VN
Soient (uy), (vn) et (wy) trois suites définies sur IN.

Si, a partir d’un certain rang, v, < u, < wj, et lim,_, o v, = lim,_, ;o w, = [ alors (u,) est conver-
gente et lim,,_, | o u, = [.
Si, & partir d’un certain rang, |u, —I| < v, et lim,_, v, = 0 alors ( u,) est convergente et

lim,, s 4o tty, = L.

' Exemple

Soient (uy), (vy) et (w,) les suites définies par :

1 1 1

V= —F5etw,=———=
y 'n I’l2 n n2+2

Il est claire que : v, < u, < wy et lim, 1V, = lim,_, 10w, = 0 alors (u,) est convergente et

Application

On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel n > 1 par u, = v/n+1—/n.
1

1
—— < U S ——.
> ntl "N 2m

Quelle est la limite de la suite (u,) ?

Démontrer que

Limite d’une suite numérique de la forme U, | = f(U,)

Y Proposiion
Soit (u,,) une suite définie par : (Vn € N)u,1 = f(uy) et ug €1
Si

=
=)
o
[
&
=
=
=
Z
=
e
=]
=
75]
=
Z
=
e
=
e
(=]
=
=
—
Y
&
=
e
=
<
=
=
v

> f est continue sur /,
>f(I) CI,

> (u,) est convergente. Alors la limite ¢ de la suite (u,) est une solution de 1’équation f(x) = x
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Application

On considere la fonction f définie sur [ = [0

1
’Z] par : f(x) :xz-l-%x

Etudier la continuité de f sur I

) Déterminer £(I).

1
Soit (u,) la suite définie par : ug = s et u,+1 = f (uy,) pour tout n de N.

1
Montrer que 0 < u,, < 7 pour tout n de N.
F) Etudier la monotonie de la suite (u,).

en déduire que (uy,) est convergente.

K8 Déterminer la limite de la suite (i,).

=
=
o
—
&
‘=
=
=)
4
=
e~
(=~
=
1701
=
4
S
=)
=
e
(=
=
[
[
v
&
=
e
R
<
=
&
v
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