Suites numériques

n Généralités sur les suites

suite majoré, suite minoré, suite bornée

Soit ng un entier naturel et I'intervalle I = {n € N el que n > ng }

Définitions

- On dit que la suite (i), est majorée s’il existe un réel M tel que : (Va€1) uy <M
- On dit que la suite (u,) est minorée s’il existe un réel mtel que : (Vn€1) u, > m.
- On dit que la suite (u,) est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

n>ngo
n>ng

Monotonie d’une suite y s O

D

Définition

- On dit que la suite (4,),,>,, est croissante si :

n>n

(VnEI) Upt1— Uy >0

- On dit que la suite (), est décroissante si :

n>n

(VnEI) Upt1— Uy, <0

- On dit que la suite (u,) est constante si :

n>ng

7

ériques

(Vnel) upii = up.

suite arithm%e, soﬂﬂl’une suite géométrique

tes num

T
D Définition

Su

On dit que la suite (u,) est arithmétique s’il existe un réel r (indépendant de n ) tel que :

n>ng

(Vnel) upr1—up=r

Le nombre r est appelé la raison de la suite (u4y),,>,, -

Chapitre

Propriété

est une suite arithmétique de raison r, alors pour tout (n; p) € I

Si la suite (), ,,

n—p+1

3 (”p+”n)

up=up+n—p)r et upt+up+...+u,=




Section I @ Généralités sur les suites

' Exemple

La suite (U, )vnen définie par U, = — + 3 est une suite arithmétique,

2n+1 2 2
(”—+)+3—(?”+3):§.

car Uy 1 — U, =
La somme de cette suite est :

_(U0+Un) < (n+ 2n+6,  n+1 .

Applicaton : S

. ) L. . up=1
oit (u,) une suite numérique définie par : { 0

(Vn € N);upp = Sl

4uy,

Montrer que (Vn € N);u, > 1.

_ _1\2
Montrer que u;, 1 — U, = —(2Z; O
n

Déduire que (u,) est décroissante et que (Vn € N);u, < 1.

Soit (v,) une suite définie par (Vn € N);v, = 21‘3—_1
Montrer que (v,) est une suite arithmétique de raison r = 3, puis calculer vy.
I Déterminer v, en fonction de n puis déduire (Vn € N);u, = J (242).

n+1
Calculer S=vg+vi+vy+...4+va.

%!
Il
S
+
S
+
3
|
\S]
—
[
~—
Il
—
(98]
=
[\

Suite géométrique, somme d’une sw)rﬁtrique

D Définition

Une suite géométrique (U,,) est définie par :
& un premier terme ug OU u),.
& Une relation de récurrence u,, 11 = g X uy, q étant que la raison de la suite u,,.

() n>n €SLUNE SUILE nUMETIqUE . g est un nombre réel non nul .

SUITES NUMERIQUES

Soit (uy) n>n, UNE suite géométrique de raison ¢ et de premier terme uy,, Pour la somme suivante :
S, = ﬁZZui =up+up1+upo+....+uoua:

1.CHAPTER 1

grrth) — 1
= Slq#lonaSnz T X Up.

i=n
= Sig=1:5=)Y ui=up(n—p+1).
i=p

Vp>mnp;Vq>ng:ug=up, xq4P (avecqetpde N)
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Section I @ Limite d’une suite numérique

' Exemple

Soit (u,) une suite définie par : u, = 3"*!, Alors (u,) est une suite géométrique car
3n+2

Up+1
U, T 3ntl
La somme de cette suite géométrique est :

=3 donc up+1 =3 X uy,.

n+1 1— 3n—|—1
T 13

S=ug+u+.......... +u, = ug x

Application

Soit (uy) une suite numérique définie par :

Uy =5
{ (Vn € N)supt1 = 574~
Calculer u; et us.
Montrer que (Vn € N);0 < u, < 1
Montrer que pour tout n de N : w1 —u, = 2"3#2”;1)
B Montrer que la suite (u,) est décroissante.
on considere la suite (v,) définie par : (Vn € N);v, = %5

Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison g = % puis calculer vg

ol
IS
Q

m Exprimer v, en fonction de n
Déduire que : (Vn € N);u, = ﬁ

& on pose (Vn € N*);S, = vo+ v+ +v,,—1 Montrer que : (Vn € N*); 8, = 5 (1 - (%)n)

m Limite d’une suite numérique

75}
=
=)
=4
L]
-4
=
=
=)
4
»n
=
=
)
=)
7!

Limite finie d’une suite nmérique

Compléter le tableau suivant :
n 1[10]10° | 10° | 107 | 10” | 10"

S
&

1.CHAPTER 1

5= I»—‘S
S

Sk
+
[\

Déterminer les limites suivantes :
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Section I @ Limite d’une suite numérique

: 1
2N lim n .
B lm [
lim »°
n——+oo

& lim n’ p>4 e limi
. o

n——+oo

N N

Limite finie d’une suite numérique

D Définition

Soit (u,),c; une suite numérique et / un nombre réel. On dit que la suite (u,) tend vers /
quand n tend vers oo si, pour tout intervalle ouvert contenant / contient toutes les valeurs u,

a partir d’un certain rang.et on écrite lirJrrl u, =1 oulimu, = +oo
n—s—oo

Propriété

SoitpeNetp >4

1 1
lim— =0 i i i

' Exemple
W4l _ o

v Ona:lim 2”;—2“ =lim2+ niz puisque lim n% = 0 alors lim ==

n——+too\/N
n——+oo n3
|

___
___
_
E—
—
I
I

o o : : . . A
\/Ona:hm”n4”:hm:‘?—%zllmi—n%pulsquehmn%:Oethm%:Oalorshm"n{‘:O

[ Remarque

Si une suite admet une limite finie, alors cette limite est unique.

Limite infinie d’une suite numérique |

D Définition

75}
=
=
=4
L]
-4
=
=
=)
4
»n
=
=
)
=
7

On dit qu’une suite tend vers oo si tout intervalle de la forme A, +eo[ contient tous les termes
de la suite sauf un nombre fini d’entre eux (c.-a-d. contient tous les termes de la suite a partir
d’un certain rang). On écrit alors : limu, = 4o On dit qu'une suite tend vers —oo si tout
intervalle de la forme | — o, A[ contient tous les termes de la suite sauf un nombre fini d’entre
eux. Cette définition se traduit formellement par : On écrit alors limu,, = —oo

1.CHAPTER 1

Propriété

Soitpe Netp >4

limn = +oo;limn? = +o0;limn’ = 4o0; lim /= +oo; lim n? = +oo, p > 4
n—s-o0 n—r4-o0

Cours http://www.steinmaths.com 2023-2024


http://www.steinmaths.com

Section I @ Limite d’une suite numérique

' Exemple

v Ona: lim% = limn + n% puisque liml% =0 et limn = +oo alors limn + niZ = 4o v On a

4
:lim"\/ﬂ#zlim\/ﬁ+5n3+g:+oocar lil’JIrl Vi =+ etlim® =0 et lim5n3 = +oo
n—r o0

Application

Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite de la suite (u,) définie par

— 93 3,2 — 2 _ 3n’+2n+4 _ 1-n
Uy =21 =3n"+4n | u,=n"—5/n | u, =" Uy = =

upy=vn+1-2n |u,=vV3n2+4—n Uy, =/n 2n+1

Limite d’une suite géométrique (4" ou g € R)

Propriété

Soit q un nombre réel.

O Si—1<g<1Alors liny,eq" =0.
& Sig > 1 Alors limy——e0q™ = o0 .

& Sig=1Alors lim, oq" =1.

' Exemple

1\" ‘
Y lim (5) =0
6 n
Y lim <§> = +oo ‘é’
¥ [imS" = oo o
6 !
Y lim <—> = +oo =
5 =
=)
g 4
Application 4
=
Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite de la suite (u,) définie par : =
1. 2" +3" . n 22
un:F,unZS—n,un:(n_3).

Crité@con@@nce d’une suite numérique

Convergence d’une suite numérique

1.CHAPTER 1

‘D Définition

Soit (u,),; une suite numérique.
o On dit qu’une suite numérique (uy,),, est convergente si elle admet une limite finie.
o On dit qu’une suite numérique (uy),, est divergente s’elle n’admet pas une limite finie.
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Section I @ Limite d’une suite numérique

' Exemple

PP 1 .
o La suite définie par U, = 3 est convergente car :lim, U, = 0.

o La suite définie par V,, = n3 est divergente car :lim, .V, = +oo.

T (Théorsme)

* Toute suite croissante et majoré est convergente.
+ Toute suite décroissante et minoré est convergente.
Ce théoreme est dite théoreme de la convergence monotone.

v Remarque

Ce théoreme assure la convergence d’une suite mais ne détermine pas sa limite.

' Exemple

On considere la suite numérique (u,) définie par up = 0 et pour tout n € N : uy, | = /24 u,
Montrons par récurrence que pour toutn € N: 0 <wu, <2
- Initialisation : Pour n =0, on a ug = 0; donc : 0 < uy < 2.
- Hérédité : Soit n € N. Supposons que 0 < u,, < 2 et montrons que 0 < u,, 1 < 2.
Ona:0<u, <2=2<24u, <4=v2<V24u, <2=0<u,, <2
- Conclusion : Pourtoutn e N: 0 <y, <2 Etudions maintenant la monotonie de la suite (uy)
On a pour toutn € N :

24u,— 12 (up+1)(2—u)
— = 2 — & n =
Upt1 —Un = \/ 2+ Up— Uy /—2+un+un /—2+un+un
(tn+1)(2—up)

Comme 0 < u,, <2 alors e > 0 pour tout n € N, donc u,41 —u, > 0.

Ainsi, la suite (u,) est croissante majorée par 2 , donc elle est convergente.

w2+1

On considere la suite numérique (u,,) définie par ug = % etpourtoutn € N:u, 1 =4 —.

Montrons par récurrence que pour toutn € N : u, > 1
-Initialisation : Pour n = 0, on a ug = % ; donc ug > 1.
- Hérédité : Soit n € N. Supposons que u, > 1 et montrons que u,11 > 1.0Ona:u,; 1 —1=

”2;;1 —1= (”"2 D . Comme u,, > 1, alors (”” 1) >0;d ot : uppq > 1.
-'Conclusion : Pour tout 7 € N : u, > 1
Etudions maintenant la monotonie de la suite (u,) :
2 ) .
On a pour tout n € N : 1 —u, = ”5;;1 —u, = 12;:". Puisque u, > 1, alors u2 > 1. Donc :

IZMM” < 0, c’est-a-dire : u, —u, < 0. Ainsi, la suite (u,) est décroissante. De plus, elle est

minorée par 1, donc elle est convergente.

7))
=
=
o
L]
=

=
=
o)
4
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=
)
)
=)
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Section I @ Limite d’une suite numérique

Criteres de convergence d’une suite numérique

Propriété

Soient (up)uen et (vy)nen deux suites tel que u, < v, pour tout n > ny.

* Si limy,—_oolt;; = 400 Alors lim;,, oV, = —oo.
* Si limy, ooV, = —oo Alors limy,—_yoolty; = —oo.

' Exemple

Soit (u,) la suite numérique définie par : wu, = —n + cosyv/n—1 On a pour tout
ne€N:cosy/n<1.Donc: (Vn € N)u, < —n.
Puisque lim (—n)= —coalors lim u, = —co.
n—s-o0 n—y-+oo

Soit (u,) la suite numérique définie par : v, = v/n® + 1 —sinn On a pour tout n € N : sinn < 1,
donc —sinn > —1. Il s’ensuit donc que : n®+1—sinn > nd.
cest-a-dire : vn®+ 1 —sinn > v/n®
Par conséquent : (Vn € N)u, > n?

Puisque lim n? = 4ooalors lim u, = +oo.
n—r—+-oco n—r+-oo

J

Soient (uy), (vy) et (wy) trois suites définies sur IN.
Si, & partir d’un certain rang, v, < u, <wyet lim v, = lim w, =/ alors (uy,) est convergente et

J

n—+oo n—>+o0 >

lim u, = 1. =
n—r—+oo =
Si, a partir d’un certain rang, |u, —I| <v, et lim v, =0 alors ( u,) est convergente et lim u, =1. =
n——+oo n—r+-oo0 o

\ J B3
(Exemple =
Exemple z

]

Soient (uy),(v,) et (wy) les suites définies par : =
=)

1 1 1 @

=V, = — et w, =
n+1 " n2 " 242

Un

Il est claire que : v, < u, <w, et lim v, = lim w, =0 alors (u,) est convergente et lir£ u, =0.
oo n—y oo

n—y—+oo n—-+
Application

Soit (uy) et (vy) les suites définies par : u, =

1.CHAPTER 1

n+sin(n) o \/n
2n+-cos(n) etv, =3+ n+(—1)"

Montrer que : (Vn € N)ﬁ <u, < 2"n+_11 et % <y,—3< nénl

En déduire les limites de les suites (u,) et (vy).
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Section I @ Limite d’une suite numérique

Limite d’une suite numérique de la forme U, | = f(U,)

Propriété

Soit (u,) une suite définie par : (Vn € N)u,1 = f(u,) et  ug€l;Si:
> f est continue sur /,
>f(I) C I,

> (uy,) est convergente. Alors la limite ¢ de la suite (u,) est une solution de I’équation f(x) = x
.

On considere la fonction f définie sur = [0; H par: f(x) = x>+ %x
Etudier la continuité de f sur /
Déterminer f(I).
Soit (u,) la suite définie par : ug = % et up+1 = f (un) pour tout n de N.

Montrer que 0 < u,, < }l pour tout 7 de N.

IJ Etudier la monotonie de la suite (u,).
en déduire que (u,) est convergente.

K Déterminer la limite de la suite (u,).
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