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Dérivation

Les orientations pédagogiques 1

Capacités attendues

- On rappellera la notion de dérivation et ses
applications a travers des activités variées
mettant en évidence son importance dans 1étude
locale et globale des fonctions au programme, et
surtout dans lapproximation locale dune fonction
, 1étude du sens de variation dune fonction sur un
intervalle , la détermination des extremums ,
1étude du signe dune fonction ou dune inégalité
algébrique sur un intervalle ou la concavité de la
courbe dune fonction numérique,on rappellera a
cette occasion la propriété caractéristique dune
fonction constante ou strictement monotone sur
un intervalle.

- On introduira I’écriture différentielle

dy = f'(x)dx, adoptée en physique.

- L’étude des fonctions de la forme :x — m
avec (n > 3) et u fonction positive est hors
programme, on se limitera a la détermination de

leurs dérivées.

- Maitriser le calcul des dérivées des fonctions.
- Déterminer le signe dune fonction a partir de
son tableau de variation ou de sa représentation
graphique.

- Etudier des fonctions irrationnelles et des
fonctions trigonométriques et des fonctions
composées et les représenter graphiquement.

- Déterminer la monotonie de la fonction
réciproque dune fonction dérivable et strictement
monotone sur un intervalle et la représenter
graphiquement .

- Déterminer le nombre dérivé en un point de la

fonction réciproque dune fonction.




Les prés-requis H Les extensions

» Théoreme de rolle et T.A.F

» Etudes de fonctions

—

» L’ordre dans R » Calculs d’intégrales et de primitives

» Généralités sur les fonctions numériques » Les équations différentielles

» limite d’une fonction numérique » Meécanique du point
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Section I @ Dérivabilité d’une fonction numérique (Rappels)

Avant propos

Le mathématicien francais d’origine italienne Joseph Lagrange a consacré de nombreux travaux a 1’étude
de fonctions. C’est a lui que ’on doit les termes de dérivée et de primitives. Il considérait en effet que
la premiere dérivait de la seconde considérée elle-méme comme la fonction premiere, donc la primitive.
Lagrange s’est penché sur presque tous les domaines des mathématiques. Citons seulement ses travaux en
mécanique céleste et ceux sur les équations différentielles.

u Dérivabilité d’une fonction numérique (Rappels)

Dérivabilité d’une fonction en un point

f(x) = f (x0)

X —X0
=x242022x—2023 ;xo=1

x+arctan(v/x+3) ;x=0
\/ 1 s X0 = 2

/Sx—7 ;x0=3

Déterminer lim,_, dans les cas suivantes :

flx
flx
1
flx
) Définition & ¢ N

Soit f ure fonction numérique définie sur I et xo € 7, on dit que f est dérivable en xq s’il existe un
)= f o) _
X — X
Le nombre [ est appelé le nombre dérivée de f en xo, il est noté f (xo).
[ (xo+h) — f(z0)
h

X

)
)
)
)

réel [ tel que : lim,

Si on pose & = x — x¢, on aura f (xp) = limj, ..

» Définition

Soit f une fonction dérivable en xg.
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La droite (T') d’équation y = f’ (xo) (x—xo) + f (x0) est appelé la tangente a la courbe Cy de la
fonction f an point d’abscisse x.
La fonction g(x) = f’ (xo) (x —x0) + f (x0) s appelle I’approximation affine de f an voisinage de x.

on écrit f(x) ~ g(x) an voisinage de xo.
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Proposition

Soit f une fonction numérique sur I ouvert et xg € I, f est dérivable en xy si et seulement s’il existe
un nombre [ € R et une fonction ¢ tel que : ¢ : I — RetVxel f(x)= f(xo)+1(x—x0)+
(x—x0)- ¢(x)

et limy_, @(x) =0

Dans ces conditions f” (xo) = I.

Application

Soit f la fonction définie pur f(x) = vx3+8
Justifier que f est dérivable en O .

En déduire une approximation affine de 1’expression v/x> + 8 an voisinage de 0

Déterminer une valeur approchée de /8,004 et v/7,0995

Dérivabilité a droite-dérivabilité a gauche W
) Définition N J.

v Soit f une fonction définie sur un intervalle [xp;xo+ a[, o >0 :

fx) — fx)

On dit que f est dérivable a droite de x¢ s’il existe un réel /; tel que lim, o o =1.

Le nombre /; est appelé le nombre dérivé de f a droite de x il est noté f (xo) et on écrit [; = [ (xo).
v Soit f une fonction définie sur un intervalle |xo — o, xo]; & > 0 :

On dit que f est dérivable a gauche de x( s’il existe un réel /, tel que lim, e %ﬁo(xo) =1

Le nombre ; est appelé le nombre dérivé de f a gauche de xo il est noté f; (xo) et on écrit Iy = f; (xo).

Soit f une fonction numérique définie sur I ouvert et xo € I, f est dérivable en x( si et seulement
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si elle at dérivable a droite et a gauche en xq avec f; (n9) = f (xo), on a donc f'(xo) = f3 (x0) =

fg (x0)-

Application

En utilisant la définition étudier la dérivabilité de f en xo dans chacun des cas suivants

Cours http://www.steinmaths.com 2023-2024


http://www.steinmaths.com

Section I @ Dérivabilité d’une fonction numérique (Rappels)

4

;o x<0

f(x) =arctan(xy/x); x>0
flx) =vx2—x; x<0

;X0 =0

\

1 —cosx
f) x2+sinx x>
X 1
3] S f(x) 2E<2x)’ x<0 X0
| f(0)=0
( 1
= (x—2023)? — ¢ 2023
<f(x) (x )= cos (x—2023) x> y &
f(x) = arctan (v/—x+2023) ; x <2023

\

[B2]
~ =
—~ —
= =
N— S~—
TR
2.
S
=
TR
[\ ~—
=
V
()
S
I
()

[ Remarque

Si f est dérivable a gauche et a droite de xo £} (x0) # f; (x0), alors on dit que le point

A(a; f(a)) est anguleux.

La dérivabilité et l’intem graphique

Si lim M = a # 0 alors f est dérivable en xq et (¢7) admet une tangente au point

X—X0 X — X0

A (xo, f (xo)) de coefficient directeur a. (Voir la figure 1)

L’ équation réduite de cette tangente est : y = f’ (xo) (x —xo) + f (x0)

Z
Q
[
>
>
!
-4
=
=]
Y
&~
=
e
=
<
=
<
v

Si ILm JM =0 alors f est dérivable en xg et (4y) admet une tangente parallele a I’axe des
X=Xg X — X0

abscisses au point A (xo, f (xo)> . (Voir la figure 2)
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Section I @ Dérivabilité d’une fonction numérique (Rappels)

y

1. .
0O 1 X

Si lim M =a # 0 alors f est dérivable a droite en xg et (¢7) admet une demi-tangente

x—>xar X —X0

au point A (xo, f (x())) de coefficient directeur a.(Voir la figure 3)

L’équation réduite de cette demi-tangente est : y = 7, (xo) (x —x0) + f (x0) et x > xp .

Figure 3

Si lim+ M = 0 alors f est dérivable a droite en xo et (47) admet une demi-tangente
xX—xg X —X0

parallele a 1’axe des abscisses au point A (xo, f (xo)) .(Voir la figure 4)

J(x) — f(x0)

Si lim ==————= = —oo alors f n’est pas dérivable a droite en xo et (¢7) admet une demi-
x—=xg X —X0

tangente parallele a I’axe des ordonnées d’équation x = x¢ au point A (xo, f (xo)) orientée vers le

bas.(Voir la figure 5)

REILTE

Figure 5
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@ sitim 0= F00)

= +oo alors f n’est pas dérivable a droite en xo et (¢r) admet une demi-
x—x§ X —X0

tangente parallele a I’axe des ordonnées d’équation x = x¢ au point A (xo, f (xo)) orientée vers le

haut.(Voir la figure 6)

T

0 1 X

Si lim M =a # 0 alors f est dérivable a gauche en xg et (¢) admet une demi-tangente

X=Xy X —X0

au point A (xo, f (xo)) de coefficient directeur a.(Voir la figure 7)

L’équation réduite de cette demi-tangente est : y = fg (xo) (x —xo) + f (xo) et x < xp .

y
\/
0 X

=0 alors f est dérivable a gauche en xq et (¢7) admet une demi-tangente

<

0 si tm L0 =F00)

xX—xy X — X0

parallele a I’axe des abscisses au point A (xo, f (xo)) .(Voir la figure 8)

y
V1.
0 1 x

ﬂ Si lim M = —oo alors f n’est pas dérivable a gauche en xq et (47) admet une demi-
X=Xy X—X0

Z
Q
[
>
>
!
-4
=
=]
Y
&~
=
e
=
<
=
<
v

tangente parallele a 1’axe des ordonnées d’équation x = x( au point A (xo, f (xo)) orientée vers le

haut.(Voir la figure 9)
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y

1f1>/

0 1 23

= +oo alors f n’est pas dérivable a gauche en xq et (4) admet une demi-

& pim £ = f0)

X=Xy X —X0
tangente parallele a 1’axe des ordonnées d’équation x = xp au point A (xo, f (xo)) orientée vers le

bas.(Voir la figure 10)

O'M\x

Figure 10
Application

Soit f la fonction définie par f(x) = x+ V/x2 —2x
Déterminer D I’ensemble de définition de f

Etudier la dérivabilité de f a droite en O et & gauche en 2 xo = 1 ;puis interpréter les résultats

Dérivabilité d’une*onc!mn sur un intervalle
» Définition

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle.

On dit que f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point x de I. On note f” la fonction qui a
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x € [ associe le nombre dérivée de f en x. on I’appelle la fonction dérivée de f, ou plus simplement
df

la dérivée de f. On écrit aussi : f/ = T
X

9 Remarque

¢ f est dérivable sur [a,b| si elle est dérivable sur |a, b| et dérivable a droite en a
¢ f est dérivable sur |a,b] si elle est dérivable sur ]a, b[ et dérivable a gauche en b

4 [ est dérivable sur [a,b] si elle est dérivable sur |a,b[, dérivable a droite en a et a
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. gauche en b

Dérivées de fonctions usuelles

Le tableau ci-dessous résume les dérivées de quelques fonction usuelles :

~
=
=]
S
\ >

La fonction f La fonction dérivée f’ Dy
(x) = (x) =
fx)=x fx) =1 Dy
f)=x"neN"—{1}) | f'(x) =nx""! Dy
f)=x"neZ —{1}) || f'(x) =nx""! R*
() = oo
1) = v P =5 10, e
1 1
flx) =~ f’(x)——; Dy
f(x) =sin(x) f'(x) = cos(x) Dy
f(x) = cos(x) f'(x) = —sin(x) Dy
f(x) = tan(x) f'(x) = 1 +tan?(x) Dy >
f(x) =sin(ax+b) f(x) =acos(ax+b) Dy E
<
f(x) = cos(ax+b) f(x) = —asin(ax+b) Dy E
=)
f(x) = tan(ax+b) f(x) :a<1 +tan2(ax+b)> Dy =
\ - :
2
o
<
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Opérations sur les fonctions dérivables

-> Si f et g sont deux fonctions dérivables sur I et A € R alors les fonctions f+g; f X g; Af
sont dérivables sur / .
1
-> Si f et g sont deux fonctions dérivables sur / et g ne s’annule pas sur / alors les fonctions —
8
et Z sont dérivables sur [ .
8
. Fonction Intervalle Fonction dérivée
f+sg I f+g
1] af (@€R) |1 af
—1 (fxg) 1 fxg+g xf
— . . f
— Vf Tout intervalle inclus dans {x € I/f (x) > 0}
— 1 . . A f’
— 7 Tout intervalle inclus dans {x € I/ f (x) # 0} 5
T o
<J—C> Tout intervalle inclus dans {x € I /g (x) # 0} M
g 8
f(n €1 nfrtx f!
N— {07 1}) %
1 —
Iz (n e N¥) Tout intervalle inclus dans {x € I/f (x) #0} | —nf "1 x f E
\ - =
=
Application =
Calculer f’(x) pour chacun des fonctions suivantes : :
=
X .
f(X)—COS(SX—l)—m,XGR—{I} E
P f)=x-14+V2+1 ,x<0 8
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m Compléments sur la dérivation

Dérivation et continuité

Soit f une fonction numérique définie sur / ouvert et xo € I, f est dérivable en x( si et seulement

si elle at dérivable a droite et a gauche en xq avec f} (n9) = f (xo), on a donc f'(xo) = fy (x0) =

fz (x0)-

Soit f une fonction numérique définie sur / ouvert et xg € I, si f est dérivable en xo alors f est

continue en x.

yyiel e ...
» |
4

Résultat : | Soit f une fonction numérique définie sur / ouvert et xg € 1, si f n’est pas continue en xg alors

f n’est pas dérivable en x.

[ Remarque

La réciproque de la proposition précédente est fausse. Par exemple x — |x| est conti-

nue en O mais n’est pas dérivable en O.

Dérivabilité des mevposées

Soit f et g deux fonctions définies sur x € IR par : f(x) = cos(x); g (x) = x* — 2x
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Calculer f'(x) et g’(x) pour tout x € IR
Calculer f' (x) x g/ (f(x))
Soith (x) = gof (x) Déterminer i(x) puis calculer h(x)

Comparer h/ (x) et f (x) x g'(f(x))
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T (Tt

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert / contenant un réel a et g une fonction

définie sur un intervalle ouvert J contenant f (a) .

Si f est dérivable en a et g est dérivable en f (a) , alors go f est dérivable en a et on a :

(gof) (a) = f'(a) x &' (f(a)).

%, Corollaire :
Si f est dérivable sur un intervalle I et g est dérivable sur un intervalle J contenant f (I) alors go f

est dérivable sur I etona: (go f) (x) = f' (x) x g (f (x)) , pour tout x de I .

—e Exemple
Calculons /' (x) le dérivée de fonction suivante : (x) = sin(x*> —4x+1) :

En posant g(x) = sin(x) et f(x) =x*> —4x+ 1, on aura pour x € R : h(x) = gof (x) Puisque f est

dérivable sur R Et g est dérivable sur R , alors la fonction 4 est dérivable sur IR et de plus, Pour

toutx € Rona:
W (x) = (sin(x> —4x+1))
= (x> —dx+ 1) xsin’ (x> —4x+ 1)
= (2x—4) x cos(x®> —4x+1)

Application

Montrer que la fonction u : x — cos (1/x) est dérivable sur R’ puis déterminer sa dérivée.

Montrer que la fonction v : x — sin(v/x2 +5) dérivable R puis déterminer sa dérivée.
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yd . v’ . yd .
" Dérivée de la fonction réciproque

1 5
Soit f la fonction numérique définie par f(x) = ixz —x+ 5% > 1.
Montrer que f réalise une bijection de [1,+oo[ sur [2, 4-oo]
Déterminer f~!(x) pour tout x € [2, +oo].

Montrer que ! est dérivable sur |2, +oco| puis déterminer (f _1)/ (x) pour tout x €]2, oo,

Cours http://www.steinmaths.com 2023-2024


http://www.steinmaths.com

Section II @ Compléments sur la dérivation

o
f (=)

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 7, a un réel de 1 .

Vérifier que pour tout x €]2, +oo: (f_l)/ (x) =

1
Si f est dérivable en a et f'(a) # 0 alors f~! est dérivable en b = f (a) et (f_l)l (b) = )"
a

. J
%, Corollaire :

Si f est dérivable sur I et f' ne s’annule pas sur / alors £~ ! est dérivable sur f(I) et pour tout x € f (I)

,ona:

(Y ) = 5
fF ()
— Exemple

Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) =x3 +x+3

Montrer que f admet une fonction réciproque £~ définit sur un intervalle J que 1’on déter-

minera

Montrer que £~ est dérivable en 5 et déterminer (f~1)'(5)

La fonction f est continue sur IR car c¢’est une polynome La fonction f est dérivable sur IR,

et pour tout x dans IR on a :

f(x)=3x>+1>0
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Donc f est strictement croissante sur IR

D’oul f admet une fonction réciproque f~! définit sur J et :

J = f(R) = f(] = oos4oo) =JTimy oo f(x):limyy 4o f (x) [=] — 00; F-oo[= R
On remarque f(1) =5 donc f~'(5) =1

On a la fonction f est dérivable en 1 et f/(1) =4 #0

1 1
Donc f~! est dérivable en 5; eton a : 1) (5) = = -
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Application
Soit f(x) =vx2+1—x, x€R

Montrer que f est une bijection de R sur un intervalle J a déterminer puis calculer ( f _l)l (1).
Soit g(x) = x> —3x—3,x € [1,+od).
Montrer que g admet une fonction réciproque puis déterminer son ensemble de défini-
tion.

m Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet une unique solution ¢ dans [1,+oo|.

1
Montrer que o = v/30 + 3, (8_1)/(0) = 3(a2—1)

Dérivée de la fonction Arc tangente

La fonction x — arctanx est dérivable sur R on a

X 1\/ . 1
(VxeR); (F) (x) = i
Z
I . =
T
Pour tout x €] — oL 5[, on pose f(x) = tanx, E
f est dérivable sur | — g; g [, et pour tout x €] — g; g[, \E
Ona:f(x) =1+tan’x
/ ’ T T —1 2.0 T T A
Comme [’ ne s’annule pas sur | — 555 [ donc f~' = arctan est dérivable sur f(] — 5 ED =R, et =
[
pour toutx € R;ona: >
=
: | <
f—l) - - -
() @ =)
_ 1
~ f'(arctanx)
_ 1
1+ tan?(arctanx)
1
T 1+4x2
Cours http://www.steinmaths.com 2023-2024


http://www.steinmaths.com

Section II @ Compléments sur la dérivation

Soit x — u(x) une fonction dérivable sur un intervalle I alors on a, la fonction x — arctan(u(x)) est

dérivable sur |

Etpourtoutx € R;ona:

_v(x)
1+u?(x)

arctan’(u(x))
—e Exemple
On considere la fonction définie par : f(x) = arctan (x2 + 1), montrons que f est dérivables sur R,
puis calculer f'(x)
On considere la fonction définie par : f(x) = arctan (x2 i 1) , f est dérivables sur R, car la fonction

u:x — x>+ 1 est dérivable sur R, de plus Vx € R : u/(x) = 2x et pour tout x € R; on a : f'(x) =
2x

1+ (14x2)°

Application

Calculer f’(x) pour chacun des fonctions suivantes :

1 X
f(x) = Arctan (x—l) — (x+1)2+1,xER—{1}

Fx) = % . Arctin (—x+ ) 1) x<0

| Exercice 8

1
Montrer que (Vx €]0; +oo[); arctanx + arctan — = g
X

f(x) = x-Arctan <%> , xeR—-{1}
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1 T
Montrer que; (Vx €] —e0;0[);arctanx + arctan — = —5
X
N ——— —
Dérivée de la fonction Racine n-ieme
a) Dérivée de la fonction x — /X
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Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2

Considérons la fonction u définit sur [0; +eo[paru(x) = /x
Etudier la dérivabilité de u a droite de 0

Calculer la dérivée de la fonction u

La fonction x — /X est dérivable sur IR}

Et on a pour tout x € IR :

ey |
(R = s

b) Dérivée de la fonction x — x — {/f(x)

Si f une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle 7,

Alors la fonction x — {/f(x) est dérivable sur I et sa fonction dérivée est donnée par :

(VB (x) =

— Exemple

Montrons que f est dérivable sur son domaine de définition puis calculer sa dérivée de chacune

des cas suivantes :
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f(x) = Vx> :On a la fonction u : x — x> est dérivable et strictement positive sur ]0; oo,
de plus «’(x) = 5x*

La fonction f est dérivable sur |0; 4-oo]

5x* 5x*
flx) = —— =
ay/(s)} AVl

f(x) = ¥/1+cos?(x) : On a la fonction u : x — 1+ cos?(x) est dérivable et strictement
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Section II ® Compléments sur la dérivation Q
positive sur R, de plus «’(x) = —2sin(x) cos(x) Donc la fonction f est dérivable sur R
—2sin(x)cos(x — sin(x) cos(x)
(14 cos2(x (14 cos?(x))’

Application

Etudier la dérivabilité de f dans son ensemble de définition et déterminer sa dérivée dans chacun des
cas suivants :

fx) = Vxarctan(vx) 3 flx) =/ (x—1)?

fO)=x-29a=1 5 f(x)=|2x+3[]
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