Les ensembles

u Notion d’ensemble

Définition et exemples

> Définition a v

Nous appellerons ensemble une collection d’objets. Chacun de ces objet est appelé élément de
I’ensemble.

Si un élément a fait partie d’un ensemble E, on dira que a appartient a E, ou E contient a, et on
notera : a € E Si a n’appartient pas a E, on notera: a ¢ E

— Exemple

N ensemble des entiers naturels, {0;1;2;3;4;....... }.
Z ensemble des entiers relatifs,{....... ;—3;-2:—-1;0;1;2;3;....... }.
L’ensemble des diviseurs de 12 est : D1y = {—12;—-6;—4; —3;—2;—1;1;2;3;4;6;12}.

L’ensemble des lettres constituant le mot logique est : {/;0;i;g;u,q,e}.

. N 2 Uad
Construire des ensembles

Définition en extension

On peut définir un ensemble fini en énumérant les éléments qui le constituent.

Par exemple : {1;2;3;4;5} est un ensemble constitué des 5 éléments 1,2,3,4 et 5.

On utilisera des accolades pour délimiter les éléments de I’ensemble. L’ ordre des éléments, et le fait qu’ils
soient redoublés n’a aucune importance dans la définition de 1’ensemble.

Définition en compréhension

On s’appuie sur un ensemble déja existant, dont on sélectionne les éléments vérifiant une certaine pro-
priété. Par example :
{n e N/ 3k € Nn =2k} est’ensemble des entiers pairs.

Wl g, b)={xeR/a<x<b}
@z{%/pEZetqu*}

Chapitre : Les ensembles

Application

3x+2 Sx+7
On considere les deux ensembles suivants:Az{xeN/ x+2 GZ} etB:{xeN/ x—l—l GN}
Ji— xX—

Déterminer en extension les ensembles A et B.




Section II @ Inclusion d’ensembles

Un ensemble particulier

On considere en mathématiques, qu’il y a un unique ensemble, appelé ensemble vide, qui ne contient
aucun élément, et qui est noté @ Si on consideére un élément x quelconque, on a forcément x ¢ 0

m Inclusion d’ensembles

> Définition S N
On dit qu’un ensemble F est inclus dans un ensemble E si tout élément de F appartient a E.
Onnote: F CE etonlit:

F estinclus dans I’ensemble E.
F est contenu dans I’ensemble E.
F est une partie de I’ensemble E.

F est un sous ensemble de I’ensemble E.
Etonnote aussi F ¢ E  eton lit: F n’est pas inclus dans I’ensemble E.

F ¢ E estlanégationde F C E .
F ¢ E signifie qu’il existe au moins un élément de F qui n’appartient pas a E.

[ Remarque

D’apres la définition précédente, tout ensemble E est inclus dans lui méme :
ECE.

Lorsque le sous-ensemble F' est strictement inclus dans I’ensemble E on dit que
F est un sous-ensemble propre de £ . On doit alors le préciser par la conjonction
des deux propriétés : F CEetF #E .

L’ensemble vide est contenu dans tout ensemble £ : ) C E

Ne pas confondre I’appartenance qui est une relation entre un élément et un
ensemble et I’inclusion qui est une relation entre deux ensembles.
Par exemple, on aura a x € {x;y;z;7} mais {x} C {x;y;z;7} .

soient E et F deux sous-ensembles de A, on a : F C E &
(\xeA, x€F=xckE)
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Méthode

Pour démontrer qu’un ensemble F est inclus dans un ensemble E on prend un élément x quelconque
de F , on utilise les hypotheses qui définissent I’ensemble F et on démontre que x vérifie les pro-
priétés qui définissent I’ensemble £ La démonstration prend donc la structure suivante :

Soit x un élément de I’ensemble F

donc x est un élément de I’ensemble £
Conclusion: F C E
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Pour démontrer que F ¢ E , 11 suffit de trouver un élément de F' qui n’est pas dans I’ensemble E
(un contre-exemple suffit).

— Exemple
FiNcZ; ZcD; DcQ; QCR.
W {(neN/3peN n=2p}CN.
{2:3;4} € {2:3;4;5;6;7} .

; v
Egalité de deux ensembles N

> Définition V o O

Deux ensembles sont égaux s’ils ont exactement les mémes éléments. Cela se traduit par deux
inclusions simultanées :

E=F&(FCE ea ECF)

“— — a A4

Remarque

Pour démontrer 1’égalité de deux ensembles E et F il faudra faire deux démonstrations
d’inclusion, d’une part pour démontrer ' C E d’autre part pour démontrer E C F .

Exemple

On considere les deux ensembles suivants:A:{xER/ ‘1—%| -<1} et B=10;4].
XEAG|I-3<l e -1<1-3<1&-2<-3<0&0<5<2&0<x<4oxEB
D’ouA=B

Transitivité de‘l"in&sion »

Propriété

A, B, et C étant trois ensembles, si le premier ensemble A est contenu dans le second B et si le
deuxieme ensemble B est contenu dans le troisiecme C, alors le premier ensemble A est contenu
dans le troisieme C; on dit que 1’inclusion est transitive .

Ona:ACB e BCC = ACC

— OV a—!
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A faire
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m Opérations sur les ensembles

Ensemble des parties d’un ensemble

D> Définition L ¢
Soit £ un ensemble.

L’ensemble des parties de E est I’ensemble, généralement noté Z(E) , dont les éléments sont les
sous-ensembles de Eetona: A€ Z(E) < ACE.

)

[ Remarque
Z(E) n’est jamais vide car 1’ensemble vide 0 et E sont toujours des parties de E :

Ve P(E) et EcPE).

— Exemple

Soit E = {a;b;c} un ensemble de trois éléments. Les sous-ensembles de E sont :

Bl OetE.

B3 les trois singletons {a} ; {b} et {c} .

les trois paires {a;b}; {a;c} et {b;c} .
L’ensemble des parties de E est donc :

P(E) ={0;{a};{b}:{c}:{a;b};{a;c};{b;c};E}

Bl ze2 Q.
|-m; e Z(R).

Application
Déterminer en extension I’ensemble des parties de I’ensemble E = {a;b;1;2}

EompI le‘menglre d’un ensemble
‘éﬁnition

Si A est une partie de I’ensemble £, on appelle complémentaire de A dans E I’ensemble des éléments
de E qui ne sont pas dans A.
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On note le plus souvent le complémentaire de A par Cé ,et aussi parfois par A .

Ce={x€E/x¢A}
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) 4

—e Exemple
i =N+,
Y=z
b =E.
A=A

SiA={a;b} et E ={a;b;c;d;e}
alors : Cé = {c;d;e}.

Propriété

Soit E un ensemble et soient A et B deux partiesde E.Ona:A CB< BCA

e g 808 80
o

<CEXEMPLES 0

ACB& (Vx€E, x€A=x€B)& (Vx€E, x¢B=x¢A)<BCA.

Application

On considere les deux ensembles : A = {x € R/ |x+ 1| >3} et B= {x eR/ < 2} .

14+x2

Ecrire en compréhension A et B, les complémentaires respectivement de A et de B dans R.
Montrer que : A C B

Intersectioﬁ en‘@ﬁ
D> Définition

Soit E un ensemble et soient A et B € Z(E) .
On appelle intersection de A et de B et on note AN B I’ensemble {x € E /x € A et x € B}
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—e Exemple

Soient Dy; et D¢ respectivement I’ensemble des diviseurs de 12 et celui de 16 .
OnaDjy ={1;2;3;4;6;12} et D1g = {1;2;4;8;16} . Donc D1, N Dyg = {1;2;4}

SoitA={2n,neN}etsoit B={3n,neN}.OnaANB={6n,necN}.
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[ Remarque

AN B est constitué des éléments communs a I’ensemble A
et a I’ensemble B.

En pratiqueona:x€c ANB&xcAetxeB

Soit E un ensemble.
Soient A, BetC € Z(E) .Ona:

ANBec Z(E)

"l AN(BNC)=(ANB)NC
ANE=ENA=A

"N AnB=BNA

AND=0
il ANBCAetANBCB
Wl AnA=A
"l ANB=A<ACB
ANA=0
\_ = J

Application

Considérons les deux ensembles : C = { 5F + 2an skeZletD={F+ %” s keZ} .
Montrer que CND =0 .

» Définition
Soit E un ensemble et soient A et B € Z(E) .
On dit que A et B sont disjoints si et seulement siANB =0 .

" Réunion d’ensembles
P> Définition
Soit E un ensemble et soient A et B € Z(E) .

On appelle réunion (ou plus simplement union) de A et de B et on note AUB
I’ensemble défini par: {x € E /x € Aoux € B}
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— Exemple
Soit A = {a;b;c;d} et soit B= {x;b;y;d;z} .
OnaAUB = {a;b;c;d;x;y;z}

Soit/ =2, 8[etsoitJ =[—1,3].
OnaluJ=[-1, §]

[ Remarque
x€AUB&Sx€AV xEB
E A B
AUB=0=A=0AB=0
Propriété

Soit E un ensemble. Soient A, BetC € #(E) .Ona:
AUB <€ Z(E)
"] AU(BUC) = (AUB)UC
AUD=0NA=A
" AUB=BUA
U AUE=E
0l ACAUB et BCAUB
W AuA=A
il AUB=A&BCA
) AUA=E
\_ J

A
Distributivitaois de—Dd’[organ

Soit E un ensemble et soient A, BetC € &(E).Ona:
AU(BNC)=(AUB)N(AUB)
AN(BUC) = (ANB)U(ANB)

(ANB U

AUB N

. J
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— OV !

e xcAU(BNC) ©xcAouxcBNC
Sxc€Aou (xeBetxeC)
& (x€AouxeB)et (xeAouxeC)
< (xEAUB) et (xeAUCQ)
<x€(AUB) N (AUC)
Dot AU(BNC)=(AUB)N(AUB)
e xcAN(BUC) & xcAetxeBUC
Sx€Aet (xeBouxeC)
& (x€AetxeB)ou (xeAetxeC)
< (x€ANB)ou (xeANC)
<x€(ANB) U (ANC)
Dot AN(BUC)=(ANB)U(ANB)
e x€(ANB) ©x¢ANB
Sx¢Aoux¢ B
SxE€AouxcB
&x€AUB
Dot (ANB) =AUB
e xc(AUB) < x¢AUB
Sx¢Aetx¢ B
& x€AetxEB
&xeANB

D’ou (AUB)=ANB

Application

Soient A , B et C des parties de 1’ensemble E.
Montrer que : A CB=AU(BNC) = (AUB)NC.
Montrer que : AUB C [([ANC)U (BNC)).

. yd yd o ’ ye .
Différence eﬁerence symétrique de deux ensembles

»> Définition
Soit E un ensemble, A € Z(E) et B€ Z(E). On note :

L’ensemble A privé de B noté A\B est défini par {x € E/x € A et x ¢ B} et on I’appelle diffé-
rence de A etB.

A A BTl’ensemble (AUB)\ (AN B) et on I’appelle différence symétrique de A et B.
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) 4

AAB ’

—e Exemple
On considere les deux ensembles A = {1;2;5;6;9;10} et B={2;3;5;7;8;9} .
A\B = {1;6;10} .
AAB = {1;3;6;7;8;10} .
Dans le référentiel U représenté ci dessous, on a: EAF = {a,b, f,g,h,i, j,k}

o)
I
|

U Remarque

La différence symétrique correspond au “ou” exclusif A A B est :
I’ensemble des éléments appartenant a A ou a B, mais PAS a A et B en méme
temps.

Si B C A alors la différence de A et B est aussi le complémentaire de B dans A.
A\B=ANB.

A C Bssi et seulement si A\B =10

La différence symétrique A A B est aussi égale a (A\B) U(B\A)
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Etant données A, B et C trois parties d’un ensemble E, montrer que :
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Application
AAB=AAC < B=C.
A\B=A<B\A=B.
AAB=ANB=A=B=0

Produit cartésien <« ‘

Produit cartésien de deux ensembles

) Définition 4 YN

Soient E et F deux ensembles. On appelle produit cartésien (ou simplement produit) de E par F et
on note E X F 1’ensemble des couples ordonnés (x;y) oux € Eety € F .

AxB={(x;y)/xcAetyeB}

avec la convention:AXB =0 siA=0Q0ouB=0
Attention : I’ordre des éléments dans le couple est important : (2;3) # (3;2)

Exemple
FoitA ={1;3} et B={2;3;6} . Alors, Ax B={(1;2);(1;3);(1;6):(3;2);(3;3);(3;6) }

On note : A2 = A x A ( appelé carré cartésien de A ).
[ Remarque

UEEXF & Jdxc€EetdyeF/u=(xy)
On définit I’égalité sur E X F par: (x;y) = (X)) & x=x ety=)
ExF=0 < E=0ouF =0

Application

A, B et C sont des trois parties d’un ensemble non vide E , montrer que :
Ax(BNC)=(AxB)N(AxC).
CiE = (CA x E) U (CE X E)
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Produit cartésien de trois ensembles
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> Définition
Le produit cartésien de trois ensembles est défini par :

AXBxC={(a;b;c)JacA;beBetceC}

Le produit A x A x A est appelé cube cartésien de A et il est noté A3 . a

- —

Les définitions précédentes se généralisent en définissant le produit cartésien d’une famille d’ensembles

n
T ;An) que I’on note habituellement [] A;
i=1

........ et a, € Ap}
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