Les application

Capacités attendues

Déterminer I’image et I’image réciproque d’un ensemble par une application;

Déterminer la bijection et la bijection réciproque d’une application et son utilisation dans la
résolution de problemes ;

Déterminer la composée de deux applications et la décomposition d’une application en deux
applications en vue d’explorer ses propriétés;

Recomandations pédagogiques

Chapitre : Les application

la réorganisation, le renforcement des connaissances des éleves, ses applications au cours de
I’année

I’investissement de résultats de ce cours chaque fois que 1’occasion se offerte dans les pro-
chains chapitres.

Contenus

Egalité de deux applications ;

Image et image réciproque d’une partie par une application;;

Restriction et prolongement dune application;

Application injective, application surjective; application bijective; application réciproque
d’une bijection;

Composée de deux applications;




Section I @ Généralités

u Généralités

Application d’un ensemble vers un autre

On considere les ensembles E = {1;2;3;4} et F = {10;11;12;13;14}, et on considére la relation f
(ou g ) qui associe les éléments de E par les élément de F, voir figures (diagramme sagittale).

> x11 » <11

Y 12 / x12
\‘) x 13 > x13
> x14 X 14

x15 x15

Que remarquez vous ?
— f n’est pas une application de E vers F'.
—> g est une application de E vers F.

P> Définition *Q MR

Soient E et F' deux ensembles non vides. Toute relation f qui associe chaque élément x de E par un
et un seul élément y de F est appelée application de E vers F , on le note par :

f:E—F
x—y=f(x)

( Vocabulaire
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L’ensemble E est appelé L’ensemble de départ de I’application f.
L’ensemble F' est appelé I’ensemble d’arrivé de I’application f.
y = f(x) s’appelle I'image de x

y = f(x); x s’appelle "antéccdent de y
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[ Remarque

Toute fonction est une application de son ensemble de définition D7 vers R
Tout application f : E <— F est une fonction f : E <— F
f estune applicationde E vers F <= (Vx€ E) (3lyeF): f(x)=y

— Exemple
f:N—{-1;1} g:R—R
n— (=1)" X —> 1
X
est une application de N vers {—1;1}. n’ est pas une application car O na pas d’image

Application

On considere la fonction numérique 4 définie par

h:R—R

x—Vv1—x

La fonction 4 est-elle une application de R dans R ? Justifier votre réponse.

4
m Déterminer un ensemble E pour que la fonction /4 soit une application de E vers R. E
On considere les ensembles E = {—\/5; —1;0; \/§} et F={0;1;3} 5
Définir une application de E vers F E
n Définir une application de F vers E :
&
5 it
Egalité de d@pplicata' S >
&
=
Soient les deux applications suivantes : >~
o=
@)
et e
g:N—7Z
fiIN—Z L si n est pair
n n
n—(=1)".n —n  sinest impair
vérifier que (Vn € N) : f(n) = g(n)
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) Définition
Soit f: E — F et g : E' — F’ deux applications, on dit que f et g sont ¢gaux et on écrit / — g si :
E=FE etF=F
(Vx€E) : f(x) =g(x)

.

— Exemple

Soit f et g deux applications définies par :

et

fiR—R g:R—R
1 3
X —> VA2 —dx+1—V4x2 — 12x+9 x—>2<|x—§|+|x—§|)

On montre facilement que : (Vx € R) : f(x) = g(x). Puisque f et g ont le méme ensemble de départ
et méme ensemble d’arrivée et (Vx € R) : f(x) = g(x), alors f = ¢ .

Application

Dans chacun des cas suivants, montrer que f et g sont égaux.
et
fi0;1] — R , 10,11 — R z
X — VI+x—+/1- =
V1I—x++/1+x x— +xx * 5
=
et o
<
10- 72]
gK < F0a[—R e
sin(x)
X—r ———— x_)l—cos(x)
1 —+ COS()C) sin(x) :
=)
&
Imag@te eﬂdge réciproque d’une partie d’un ensemble >
V| . Ayen o ==
Q
—
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Soit lapplication dont le diagramme sagittal est
représenté ci-contre

Déterminer les images directe des élé-
ments des ensembles {a;b;c}, {a;c} et E.

Déterminer les antécédents des éléments
qui appartiennent aux ensembles {1},

{1;3} et {1;4}.

Soit

ffR—R

x— 2 —x

Montrer que : (Vx € [—1;1]) : f(x) € [12;3]
Montrer que : (Vy € [12;3]) (3x € [~ 1;1]) f(x) =

= On dit que I’intervalle [I—g; 3] est I'image de ’intervalle [—1; 1] par I’application f, et on écrit :

Z
P S
o) = [—;3 >
F-ta) = | 23 :
2
P> Définition y _A Q4 £
Soit f : E — F une application. Pour tout partie A de E, on définit I’'image directe de A par f noté 4
f(A) et définie par. =
fA) ={f(x)/xeA} -
on écrit : E
(VyeF):yeflA)e (FxeA) y=/[(x) ]
— — — — ==
@)
-

— Exemple

Soit f I’application définie par :
f:]0;40o — R
x— f(x) =x*+2
Déterminer f(A) ou A = {—1;0;2;4} et A = [1;2]
B Montrons que f([0;+o0[) = [2; oo
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Soit g I’application définie par :

g:N— N
n— g(x)=2n

Déterminer f(A) ou A = {0;1;2;5} et A=N.

Application

On considere I’application

f:R—R
x—>x2+x+2

vérifier que (Vx € R) : f(x) = (x+1)°+1
I Montrer que f(R) = [Z; +oo|
On considere I’application
h:R\{-1} —R
3x—1
—
x+1

vérifier que (Vx € R\ {—1}) : h(x) =3 — %
EJ Déterminer /(] — o0; —1]).

Soit f : E — F une application et A et B deux parties de £ (A,B C E),ona:

fA)CF f(AUB) = f(A)U f(B)
A= e fA)=02

Bl ACB= f(A) C f(B) Sl f(ANB) = f(A)N f(B) )

— OV —!

Puisque f : E — F est une application et A C E. Alors f(A) est une partie de F, c-a-d
f(A) CF.

(évident)

On suppose que A C B et on montre que f(A) C f(B)
soity € f(A),onaye€ f(A) <= (Ix€A) :y=f(x) (1)
(1)= (3Ix€B) : y= f(x) car (A C B)
par suite y = f(x) € f(B)
finalement f(A) C f(B)

onaACAUB
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1.CHAPTER 1
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alors f(A) C f(AUB) (d’apres 2)
etonaB CAUB
alors f(B) C f(AUB) (d’apres 2)
d’ou :
FA)USf(B) C f(AUB) (%)
Réciproquement, montrons que f(AUB) C f(A) U f(B)
soity € f(AUB) alors 3x € AUB tel que y = f(x)
alors Ix € A/y = f(x) ou Ix € B/y = f(x)
alors y € f(A) ouy € f(B)

alorsy € f(A) C f(B) d°ur° M
f(AUB) C f(A)Uf(B) (xx)
de (%) et (x+), on déduire que :
f(AUB) = f(A)U f(B)

onaANB C A, alors f(ANB) C f(A)  (d’apres 3).
etonaANB C B, alors f(ANB) C f(B) (d’apres 3).
d’ou

f(ANB) C f(A)N f(B)
P> Définition | @ O

Soit f : E — F une application. Pour tout partie B de F, on définit I'image réciproque de B par f,
noté f~!(B) par :

f'B)={xcE/f(x) €B}
on a donc :
(VxeE):xef1(B)e f(x) B

— Exemple
Considérons I’application

fiR—R

x— f(x) = x?
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> {1 ={-1;1}car (VxeR): fx) =l ex*=1a(x=1Vx=—1)

> fI(RY)=Rcar (VxeR): f(x) cRT x> >0 xR

» f1(R*) =@ cal’inéquation f(x) < 0 n’a pas de solution dans R

» de méme on peut montrer que £~ (R_) = {0}, f~1 (R) =Ret f710;2] = [-v/2: V2]
Soit I’application définie par :

f:RT—R
x— f(x) =x*+2
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Montrer que £~ ! ([6;11]) = [2;3]
Soit x € [0;+ec[, 0n a:
xe fH6:11]) <=6 < f(x) <11

—=6< f(x) <11
=6<x*+2<11
<:>4§x2§9
VA<V <9
—=2<|x| <3
«—=2<x<3 (x>0)
=x € [2;3]

d’ou: f71([6;11]) = [2;3]

Remarque

Soit f : E — F une application et B C F
fl(@)=oet fI(F)=E
vy eF : fH({y}) = {x € E/ f(x) =y}
f~Y(B) = @ ne signifier pas que B = &

— Exemple
Soit g I’application définie par :

g:R—R
x — sin(x)
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Déterminer g~ ' ([2;3])
SoitxeR,ona:

xeg ' ([2:3]) «=g(x) € 2,3]
<=2 <sin(x) <3

1.CHAPTER 1

ce qui est impossible (car (Vx € R) : sin(x) € [—1;1]).
D’ot1 g (]2;3]) = @ mais [2;3] n’est pas vide.
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Soit f : E — F une application et A et B deux parties de F (A,B C F),ona:

W riace Bl s auB) ="' (@u s (B)
H AcB=f'A)c s (B) & M anB) =)y (B) y

— OV a—

Puisque f : E — F est une application et A C F. Alors f~'(A) est une partie de E, c-a-d
fYA)CE.
On suppose que A C B et on montre que f~'(A) C f~'(B)

&

soitx € f1(A) <= f(x) €A
< f(x)eB (carA C B)
—xeef (B

D’ou
f@cr s
Soitx € E
onax € f1(AUB) <=f(x) €AUB
< f(x)€A ou f(x)eB >
—xef (A ou xef (B E
s=xefH(AUfT(B) S
D’ou E
7' (AUB) = r (A)u s (B) .
Soitx € E -
onax € f1(ANB) <= f(x) €ANB E
<~ f(x)€eA et f(x)€B =
—xecfYA) et xef (B é
—xefAnf (B -
D’ou

fianB) =f1Aanr (8

Application

Considérons I’ application

ffR—R
x — x> —2x
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Section II @ Restriction d’une application- prolongement d’une fonction

Déterminer f~!([—1;0]) et f~1([2;4o0])
Considérons I’application

g:RL —R

1
xX— 2+ -
X

Déterminer £~ ([1;2[) et £~1(]7; 4o0[)

m Restriction d’une application- prolongement d’une fonction

Restriction d’une application F 3 WUl V4

Considérons I’application

ffR—R

x4 |x—1|

Déterminer 1’expression de f a [1;+o9]
Déterminer I’expression de f a | —oo; 1]

( Vocabulaire

I’application
h:-R—R
x—> x> +x—1

restreint a donner les images des x de [1;+oo[; pour cela I’application / est appelé restriction de f sur
[1; ool

YoTE F~

Soit f : E — F une application et A C E.
On appelle restriction de f a la partie A I’application g définie par :

Z
o
=
=
<
Q
L)
—
A
=
<«
wn
3]
i
—
&~
=
=
=
<
o
<
Y

g:A—F
x— f(x)
On a alors :
ACE et (VxeA):gx) =f(x)
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— Exemple
Soit I’application

g:R—R
x— 2x+|x—2|
La restriction de f a | —oo0;2] est1’ap- ¥ La restriction de f a [2;4-oof est I’ap-
plication plication
g:]—o;2] — R h:[2;4e] — R
x—x+2 x—3x—-2

On considere I’application f définie de R ver R par :

2 B
x+2x—1 si x>0
X)) =
f@) {% si x<0

La restriction de f a | —oo;0[ est I’ap- La restriction de f a [0; +oo[ est I’ap-
plication plication

g:]—0 — R
32 h:]0;4oe] — R

X—>7 x—s x> 4+2x—1

—~—

Prolongement d’une application

P> Définition PR W

Soit f : E — F une application et E C G.
On appelle prolongement de f a la partie G, tout application g : G — F tell que :

(Vx€E) : g(x) = f(x)
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— Exemple

Soit f et g deux applications définies par

1.CHAPTER 1

fi[li4eo[ — R
x —> %2

g:R—R

x — X1 —x|+x°

Montrer que g est un prolongement de f
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> Réponse : On a [1;+oo[C R et pour tout x € [1;+4oo], on a:

g(x) =x* (1 —x)+x°
:x2_ x3_’_ x3
:x2

=f(x)

D’ou g est un prolongement de f a R

y Remarque

La restriction d’une application a une partie est unique mais en générale plusieurs
prolongement possible d’une application a un méme ensemble.

Application

On considere les deux applications :

et

fPR—R g:[0;4oo[ — R

x— f(x) = |x| —5x x — g(x) = —4x

Est-ce que ’application g est une restriction de f sur [0; 4-oo|

Z
=
=
S
m Injectivité - Surjectivité - Bijectivité et la Bijection réciproque E
Z
wn
=
Application inj‘&tl, » =
- e
» Définition =
Soit f: E — F une application. E
f est appelée application injective ( ou f est une injection ) si et seulement si pour chaque élément y =
de F a au plus un antécédent x de I’ensemble de départ E. 2
Ou encore :
festinjective <= V(x1,x2) € E2 : f(x1) = f(x2) = x1 = x2
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— Exemple
1x 1x
X 11 X117
2% x12 2% > X12

/ xX13

3Ix =] 3X - )IXB
|y x14 ><~} X 14
/
4x — 4x ]
xX16 5% X 16
X17, 6 xX17,

» ¢ L’application f est-elle injective ?

» ¢ L’application g est-elle injective ?

9 Remarque
Par contraposition :
fest injective <= Y(x1,x2) € E? : x1 # x = f(x1) # f(x2)

Par la négation :
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fn’est pas injective <= 3(x;,x2) € E? : f(x1) = f(x2) et x; #x

— Exemple
Soit I’application

1.CHAPTER 1

g:R—R
x—g(x)=x>—4

Montrer que g est non injective.
>>Réponce :
ona:g(2)=g(—2)=0mais 2 # -2
D’ou g n’est pas injective.
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— Exemple
Soit I’application

f:RT — R"
X —V/x+x

Montrer que f est injective.
>>Réponce :
Soitx; e Rt etx, €cR™,ona:

fx1) = f(x) = x1 +Vx1 =x2+/x2
:>X1—XQ—|—\/X_1—\/)C_2:0
— VAT — V@ VAT — =0
— (Va1 — V22) (VAT +/a2) + /a1 — /3 =0
= /X1 —vx2=0 ou x+/x+1=0
— /X1 — /X =0 (cary/x;++/x2+1=0)
— VX1 = VX

D’ou f est une application injective.
Application

On considere 1’application

fiR—R
x—> x> +5x+2

Résoudre dans R 1’équation f(x) = —4.
m f est-elle injective ?
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On considere I’application

g:[l;+eo] — R
x— x> —2x+3

1.CHAPTER 1

Monter que g est injective.

On considere I’application

h:RxR—RxR
(x,y) — h((x,y)) = (x,0)

Est-ce que I’application 4 est injective ?
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Application surjective

) Définition .
Soit f : E — F une application.
f est appelée application surjective (ou f est une surjection) si et seulement si pour chaque élément
y de F a au moins un antécédent x de I’ensemble de départ E.
Ou encore :
festsurjective <= (Vy € F : Ix € E : y= f(x))

— Exemple

1 X X1 1x X1

\ 2X
x12 x12

e g @8 80
|
|
1

3Xx =]
4 ~ x13
SX ‘k

# xX14
6X%
7X X1

» ¢ L’application f est-elle surjective ?

» ¢ L’application g est-elle surjective ?

y Remarque

1.CHAPTER 1 LES APPLICATION

Pour démontrer que f est surjective, il suffit de démontrer que 1’équation x € E :
f(x) =y admet au moins une solution x dans E pour tout y de F. (I’inconnue est x
mais y représente les éléments de F' ) .

— Exemple
On considere 1’application
[ 1]l 4ro0] —]2; +oo]

2x
x—1

X —
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Section III e Injectivité - Surjectivité - Bijectivité et la Bijection réciproque

Montrer que f est surjective

>> Réponce :

Soit y €]1;+oo[ , résoudre dans I'intervalle | 1; +eo[ I’équation : f(x) =y
ona

<
Il
=
=
S—
= =2 =
T
N < =
— [\
N
Ien
=

y—2
puisque y €]2;+oo[, Alors y > 2
alorsy—2>0
1
alors = > 0
2
alors =2 > 0
alors 1+ 525 > 1
alors x> 1 (c-a-d x €]1;+o0|)

d’ou I’équation y = f(x) admet une solution dans I’intervalle x €]1;+co[. Alors f est surjective.
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— Exemple

On considere 1’application

1.CHAPTER 1

h:R*— R
x—x*+3
Vérifier que (Vx € R) : h(x) >3
On déduire que /& n’est pas surjective.

>>Réponce :
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Propriété

Soit f : E — F une application, Alors :

festsurjective <= f(E) =F

— OV !

f(E) =F signifieque (Vy€ F)(Ix € E) : y = f(x)
c’est la définition d’une application surjective

Application

Soit I’application

fiR—R
x — x> —4x43

Montrons que f est surjective

On considere I’application

g:RXxR— RXxR
(x,) —>g((x,)) = (x,0)

Est ce que g est surjective ?
L’application

1 :]0; 00| —]0; 40
4
X—Xx+ -

Est ce que g est surjective ?
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Applicatiorfljevctﬂb-Mication réciproque
» Deéfinition

Soit f : E — F une application.
[ est appelée application bijective (ou f est une bijection) si et seulement si pour chaque élément y

de F admet un unique antécédent x de I’ensemble de départ E.
Autrement dit :

1.CHAPTER 1

festbijective <= (Vy e F : IIx € E : y = f(x))
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— Exemple

/‘\

L application f est-elle bijective ?

(] Remarque

Pour démontrer que f est bijective, il suffit de démontrer que I’équationx € E : f(x) =
y admet une unique solution x dans E pour tout y de F. (I’inconnue est x mais y
représente les éléments de F' ) .

— Exemple

On considere 1’application
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f i1 oo —]0; 400

x—1

1.CHAPTER 1

Monter que f est bijective.
>>Réponce :
Soit y €]0; 40| résolvons 1’équation f(x) =y dans |1; oo
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Section III e Injectivité - Surjectivité - Bijectivité et la Bijection réciproque

Ona:

Puisque y €]0; +oo[ donc y > 0, alors % >0.D’ou 1 +§ > 1

Alors x > 1 par suite x €]1; +oo|

D’otu I’équation f(x) = y admet une unique solution dans |1;+oo].
D’ou f est une bijection de |1;+oo[ vers |0; 40|

Soit f : E — F une application.

f est bijective <= f est injective et surjective

—CL YL

Dire que f est injective et surjective signifie que tout élément de F' admet au plus et au moins un

\.\
—~
=
N—
I
<
= = =
I | [ | —
— = =
+ Il I
= = e

antécédent (en méme temps) dans E; se qui signifie que tout élément de F admet exactement un %
antécédent dans E. E
=
Dans la pratique pour démontrer qu’'une application est bijective , le plus élémentaire est de prouver =
qu’elle est injective et surjective a la fois. Sinon on peut montrer que : >
wn
(VyeF): (3x€E) :y=f(x) A
Application :
Soit f I’application définie de R das | — 1;1] par : K
&~
X <
_ ==
X) =
)= S
Y
Montrer que f est injective.
Montrer que f est surjective.
En déduire que ff est bijective
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Section III e Injectivité - Surjectivité - Bijectivité et la Bijection réciproque

> Définition

Si f est une bijection de E dans F ; I’application de F dans E qui lie chaque élément y par 1’élément
x de E qui est solution unique de 1’équation f(x) =y s’appelle la bijection réciproque de la bijection

fetsenote .
{f(x) =y {x=f‘1(y)

xek yeF

— Exemple
Soit f une application définie par :
f :J1;4ro0[ —]0; 4-00]
1

x—1

X —

d’apres I’exemple président, on montre que f est une bijection de |1;+4-oo[ vers |0; +o<|, alors son
application réciproque est donnée par :

S 05 4oo] —]T5 0]

]

1
x— 1+ -
X

Application

On considere I’application

f i1 4o —]2; 40
X —xr—2x+3

Montrer que f est bijective

Z
o
=
=
<
Q
L)
—
A
=
<«
wn
3]
i

Déterminer f~! la bijection réciproque de f

[ Remarque

1.CHAPTER 1

Attention a ne pas confondre image réciproque d’une partie par 1’application f (celle-
ci existe toujours) et application réciproque f~! (qui n’existe que si f est bijective).

— Exemple
Considérons I’application
fiR—R
x— f(x) =x°

Jf n’admet pas d’application réciproque sur R, mais R a une image réciproque par f (il s’agit de

Cours http://www.steinmaths.com 2023-2024


http://www.steinmaths.com

Section IV @ composions des application

B

m composions des application

) Définition A ‘
)

On considere les deux applications : f : E — F et g: FF — G. L’application s : E — G définies
par: (Vx € E) : h(x) = g(f(x)) est appelée la composée de f et g dans cet ordre , et on note par :
go fonaalors :

h=gof:E—G
x — h(x) = go f(x) = g(f(x))

X = @mmmmmeeaa X
<
[

X
1
1
1
1
1
1
1
1
1
X0 mn
|

1

X

1.CHAPTER 1 LES APPLICATION

Exemple
On considere les deux applications
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Section IV @ composions des application

et
fiR—R

g:R—R
x—>x2—|—3

x—x—1

>>Réponce :

» PourtoutxcRona:
gof(x)=g(f(x) =g(x*+3)=x*+3—-1=x"42
» PourtoutxcRona:

fog(x)=flgx)=flx—1)=(x—124+3=x>-2x+143=x>—2x+4

v Remarque

La composé de deux application n’est pas toujours commutative : fog # go f

La composé des applications est associative : (fog)oh = fo(goh), on peut
écrire fogoh

Application

On considere les applications
et
. o
i 818 == L1 g: Rt —R

Z
o
=
=~
<
Q
L)
~
A
=
<«
wn
3]
i

Déterminer fog, gofet fof

Soit f: E — F et f : F — G deux applications :

1.CHAPTER 1

Si f et g sont injectives, alors 1’application go f : E — G est injective.
Si f et g sont surjectives, alors I’application go f : E — G est surjective
Si f et g sont bijectives, alors I’application go f : E — G est bijective, eton a :

(gof) ' =ftog™

Si I’application f est bijective alors :
(Vx€E): flof(x)=x
B (vxeF): fofl(x)=x
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Section IV @ composions des application

— OV —!

Supposons que f et g sont injectives. on a pour tout x| et x, de £, on a :

go f(x1) =go flx) =>g(f(x1)) = 8(f(x2))
= f(x1) = f(x2) (cargestinjective)
=x1=x2 (

car f est injective)

D’ou I’application g o f est une injection de E dans G

Supposons que f et g sont surjectives, alors :

on a donc :

gof(E) =g(f(E))
=g(F) (car fest surjective)
=G (cargest surjective)

D’ou I’application g o f est une surjection de E dans G.

Remarque
Soit f une application bijective de E dans F et f~! son application réciproque, alors :
flof=Idg et fof'=1Idp

ou Idg est I’application identique de E et Idf est I’application identique de F définies

4
=
=
<
=
) =
<
et %
it
ldg:E — E Idp :F — F -
> N X—>X &
=
=
Application é
On considere les deux applications : Q
Y
et
f:R—R g:R—R
x — 4x> —2x — 2x
x2+1
Déterminer fogetgo f
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Section IV @ composions des application

On considere I’application suivante :

h:[0;2] — [0;2]
x— hx) = (V2 V3P

Monter que & est une application bijective

m Calculer f o f(x) puis on déduit 1’application réciproque f~! de 1’application f

Considérons I’application :

1
hiRT — [+
1
x—>x+\/)_c+z

Ecrire ’application 4 comme la composée de deux application f et g telle que h = go f

Montrer que f est une bijection et déterminer sa bijection réciproque.

m Montrer que g est une bijection et déterminer sa bijection réciproque.

En déduire que & est une bijection de R™ dans [A—IL;—l—oo[ et déterminer sa bijection %
réciproque ~~! E
S
—_— — =
=
&~
~
<
wn
&=
it
e
[~
=
e
A~
<
o
e
Y
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